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Las matemticas en la enseianza secundaria moderna

Alemania
I -
LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS HASTA 1870

La ensefianza de las matematicas en los siglos XVI,
XVII y XVIII fué tomando cada vez mds un cardcter de
aplicacion & la astronomia, & la mecanica, 4 la navega-
cion y al arte militar. En el siglo XIX se produce una
reaccion, se transforma completamente el cardcter de la
ensefianza de las matematicas, se va haciendo mas 16-
gico, mds teorico, teniendo como fin principal el des-
arrollo intelectual.

El ilustre profesor Klein atribuye esa reaccién 4 las
influencias siguientes:

«Cuando la Prusia, al principio del siglo XIX, orga-
nizé sus Gimnasios y les atribuyd, como tarea principal,
la preparacién para los estudios especiales de las Uni-
versidades, los factores intluyentes fueron, por una parte,
la accién lenta de las ideas generales del neo-humanismo;
por otra parte, y mdis inmediatamente, las experiencias
de las guerras napolednicas, que parecian demostrar la
excelencia de una elevada cultura matemdtica para dar
brillantes cualidades militares y administrativas: la flor
de los oficiales franceses salian en efecto de la Escuela
Politécnica, que en poco tiempo habia adquirido elevada
consideracién. »

Scharnhorst, compartiendo la opinién de Napoledn, es-
cribia en 1811: «doy muy grande valor al estadio pro-
fundo de las matemadticas: las considero como la base de
toda cultura exterior de la mente y de todos los demads
conocimientos. »

13 M,



186 Anales de la Universidad

«En el medio cldsico de la ensefianza greco - latina,
creado por el neo-humanismo, en el cual sélo se ofrecia
la actividad intelectual, y se desdefia toda actividad ma-
nual y toda preocupacién utilitaria, las matematicas, lu-
chando para obtener la consideraciéon debida, debian in-
clinarse hacia la sola actividad intelectual. Se separap
entonces de la realidad, se desprenden de su contenido
concreto y se transforman en una pura cultura de la 16-
gica, en un medio de gimnasia intelectual. »

Su evolucién terminé en 1834, en cuya época una cir-
cular oficial definia como sigue el fin de la ensenanza
matematica:

« El fin principal de la ensefianza matemaitica en el
« Gimnasio no es el conocimiento de los teoremas que,
<« en tal o cual cireunstancia de la vida, puedan encon-
« trar aplicacion inmediata a los objetos sensibles. Este
« fin es mas bien el de ejercitar el juicio del alumno, de
« acostumbrarlo a la claridad y a la precisiéon en sus
« ideas, a la logica de sus pensamientos. »

« Es imposible separar mds netamente las matematicas
< del mundo sensible, de la realidad. » (%)

El profesor Klein hace notar que la evolucién que se
produce en la ensefianza de las matematicas, en la época
citada, desvidndolas de las aplicaciones para dirigirlas a
las abstracciones, se produce en seguida en otros paises
con los mismos caracteres que en Alemania. Y esta evo-
lucion no s6lo se realizé en las escuelas secundarias, sino
que también se hizo sentir en la ensefianza universitaria,
a tal punto que fueron desapareciendo gradualmente de
las Universidades las matematicas aplicadas. — ( Véase
Marotte, obra citada ).

En los siguientes términos expresa el profesor Klein
como se hacia la ensefianza en 1860 en los Gimnasios
alemanes:

«En geometria se exponian dogmaticamente los teore-

(1) Marotte — La enseiianza de las ciencias en Alemania.
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mas y las demostraciones. No se utilizaba el principio
de la geometria moderna, de la movilidad de las figuras:
no se trataba de formar la intuicién del espacio por me-
dio de los ejercicios de dibujo.

En trigonometria se resolvian unicamente tridngulos
planos ficticios, cuyos angulos debian calcularse al centé-
simo de segundo (mientras que la exactitud de las mas
delicadas medidas geodésicas apenas alcanza al segundo).
Se utilizaban las tablas de logaritmos de siete decimales,
no dejando de emplearse las diferencias tabulares.

La ensefianza del dlgebra, que por otra parte no pasaba
de las ecuaciones de segundo grado, tenia el mismo ca-
racter abstracto; pero los numerosos problemas de la
coleccion Heis daban un agradable complemento.

Para la mayoria de los alumnos, las lecciones de ma-
tematicas, como también muchas lecciones de lenguas,
eran indudablemente fastidiosas: sélo algunos alumnos
alcanzaban plenamente el fin de la ensenanza matemd-
tica ».

Estos caracteres de la ensenanza matemdtica alemana
empezaron & transformarse a partir de 1870.

Los descubrimientos cientificos, aplicados 4 las indus
trias, la gran actividad industrial que esos descubrimien-
tos ocasionaron, el creciente desarrollo de la actividad
comercial, resultante del desarrollo industrial y de Ila
mejora y enorme extension de los medios de transporte,
hicieron necesaria una ensefianza mds adecuada 4 las
necesidades de la época que la ensefianza clasica de los
Gimnasios.

II

LA REFORMA DE LOS PLANES Y DE LOS METODOS
DE ENSENANZA

En Alemania la ensefianza matemdtica empezé 4 cam-
biar sus métodos después de 1870, como consecuencia de
las necesidades del comercio, de las industrias y de un
nuevo concepto de los fines de los estudios secundarios:
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se tratéo de favorecer en alto grado la cultura popular
para producir y dirigir el gran desarrollo econdémico que
empezd en Alemania en 1871.

Es precisamente en esa fecha cuando se despierta el
interés sobre los métodos de ensefianza, pues aparece la
primera Revista dedicada especialmente a la enseiianza
de las ciencias. Fundados en las ideas de la reforma
aparecen sucesivamente los planes de estudios secunda-
rios de 1882, 1892, 1901, acompaiiados de instrucciones
metodicas sobre la manera de ensefiar.

Las reformas resultantes de ese primer movimiento
tuvieron como efecto modificar:

1.0 El método de enseiianza oral, la manera de dar la
clase.

2.0 La forma bajo la cual es presentado el objeto en-
sefiado.

«En lugar de la antigua ensefianza sintética, dice el
ilustre profesor Klein, se desea una exposicién de hechos
matematicos apropiada para mostrar su génesis, se desea
una demostracion analitica, el empleo de interrogaciones
socraticas en la manera de dar la clase, — el todo cons-
cientemente adaptado a la facultad de comprension, toda-
via no desarrollada de los alumnos, que es preciso evitar
de sobrecargar de estudios. — Se exige ademds una cul-
tura particular de la facultad de representfacion en el es-
pacio, que es necesario desarrollar independientemente de
los procedimientos légicos de demostraciéon de la geome-
tria antigua, por medio de ejercicios de dibujo geométrico,
de la ilustracién por el empleo de modelos, ete. »

Sin embargo, la ensefianza matematica necesité atn 20
afios para que se iniciara en la via de los métodos mo-
dernos, y a esta se llega en ftres etapas, sefialadas en
1891 por las declaraciones de Braunschweig, en 1895 por
el llamado movimiento de los ingenieros y en 1901 por el
nuevo plan de estudios, aun en vigencia en sus princi-
pios y lineas generales.
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Las declaraciones de Braunschweig, fueron las conclu-
siones a que llegd una importante reunién de profesores
de matemdticas y de ciencias fisicas y naturales de en-
sefianza secundaria (ano 1891): esas declaraciones que
tuvieron una gran resonancia en Alemania, fueron con-
cretadas en los siguientes términos: )

« Los alumnos de las escuelas secundarias no se encuen-
tran, en general, en estado de reconocer las relaciones mate-
mdticas en los fendmenos que les ofrece la vida, la causa de
esta silnacion se encuentra principalmente en el hecho de que
las aplicaciones de las teorias matemdticas consislen con fre-
cuencia en ejemplos artificialmente construidos, en lngar de
tomarlos de la realidad.

Lor consiguiente, el sistema de las matemdticas ensefiadas
en la escuela, sin dejar de conservar su completa indepen-
dencia como objeto de ensefianza, debe ser constraido en sus
partes aisladas teniendo en cuenta sus aplicaciones naturales
( fisica, quimica, astronomia, cdlcilo comercial, efc. ).

Los ejemplos escogidos deben habituar al alumno a perci-
bir por sus sentidos, no sdlo lo cualitativo, sino también lo
caantitativo, y esto de tal manera que esta operacion resulte
y permanezca para ellos una necesidad involuntaria. »

Quedd de este modo establecido el prineipio fundamen-
tal que, a juicio del profesorado alemdan, debia regir la
ensenanza de las ciencias en las escuelas secundarias;
pero quien dié el concepto claro de esa ensefianza y fij6
definitivamente las lineas generales de la ensefianza se-
cundaria moderna 6 real, fué la mds importante de las
Sociedades de ingenieros, y de aqui que el gran movi-
miento de reforma de los métodos, que trajo la ense-
fianza actual, sea designado en Alemania por movimiento
de los ingenieros.

La aspiracion de los ingenieros alemanes era la prepa-
racion mas adecuada para formar hombres de accién, de
iniciativa propia, capaces de idear y de ejecutar, utili
zando lo mejor posible su inteligencia y sus sentidos;
aunque las siguientes ideas, con que tradujo el profesor
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Riedler el pensamiento de los ingenieros, se refieren a la
preparacion de esos técnicos, de hecho tuvieron y tienen
aplicaciéon a la educacion que las escuelas secundarias
deben dar a la juventud, cualquiera que sea la actividad
que aspire a desarrollar en la vida social.

Decia Reidler en 1895, en su obra titulada «Zur Frage
der Ingenieurs- Erzichung»: <El objeto de toda educa-
«cién es la formacion del hombre, el ejercicio de los
« sentidos, el desarrollo de las facultades naturales, la
« impulsién hacia la actividad independiente. Por ilu-
« 8ién o prejuicio, se ha atribuido hasta aqui una accion
bienhechora a la sola forma dominante de nuestra edu-
« cacién secundaria, siendo asi que la formacion del
< hombre puede obtenerse por diversas vias: el saber
adquirido, el ejercicio de la inteligencia no pueden re-
emplazar los sentidos educados. En la educacion ac-
tualmente dominante, la facultad de realizacion, el po-
« der son en particular deficientes.

« Para la educacion del ingeniero, se trata no de sa-
« ber, sino de poder, no de la sola comprensién, sino de
« la posesion real. Se trata de aprender a ver, a obser-
var, a emplear todos los sentidos y de poder leer no
s6lo en los libros impresos, sino también en el libro
«de la naturaleza; de aprender a juzgar, no segun la
« comprension de las palabras, sino segun los hechos. »

« s preciso romper completamente con el espiritu
universitario, que desvia de la realidad. »

Las declaraciones de Braunschiwely y el movimiento de los
ingenteros, originaron la modificacion de los planes de es-
tudio y de los métodos de ensefianza de las matemadticas
y de las ciencias fisicas y naturales: contra la enseflanza
clasica, fundada en la ftradicién y en los privilegios de
las clases superiores de la sociedad, triunfé la ensefanza
moderna o real, regida por los principios de la pedagogia
y adaptada a las necesidades de la época: la cnsenanza
secundaria moderna ha sustituido los estudios clasicos
por los cientificos, y como las matematicas constituyen
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el fundamento y la estructura que da firmeza y caracter
de ciencias a las demds ramas del saber, se explica la
gran importancia que tomaron en los estudios modernos.

La enseiianza real o moderna en Alemania es propia-
mente el resultado del movimiento de los ingenieros: tal
designaciéon se debe a la propaganda enérgica y perse-
verante del Vereim Deuischer Ingenienre, la mas impor-
tante de las sociedades técnicas alemanas, que cuenta
con mas de 15000 miembros. (}) Seria interesante e ins-
tructivo el escribir la historia de la participacion de esta
Sociedad en las reformas de la ensefianza alemana: esta
institucion sostuvo, con su periddico, con la gran influen-
cia de sus asociados, con sus peticiones a los Poderes
Publicos, todas las ideas que después han resultado triun-
fantes.

Esa propaganda unida a la de divercos profesores pu-
sieron en movimiento la opiniéu publica, y dieron como
resultado el decreto imperial de 1900, que oficialmente
inauguré las ultimas reformas que caracterizan la actual
ensefianza moderna, no s6lo de Alemania, sino de la casi
totalidad de los paises europeos.

El plan de estudios de 1901 () se apropié las proposi-
ciones de Braunsweig, como claramente resulta de la
siguiente observacion que sobre método de ensefianza
acompana al programa oficial de matematicas: « La si-
tnacion independiente que pertenece a las matemdticas en la
enseftanza Secundaria no excluye el que haya provecho para
su ensefianza — sobre todo en las clases superiores -- cuando
los ejercicios que lo acompanian muestran la aplicacidn a otros
dominios, sea de la vida ordinaria, sea sobre ftodo de las
ciencias fisicas, y cuando se tiene asi la ocasion de ejercitar
en esos donmunios el sentido matemdtico de los alumnos. Serd
permitido utilizar todavia mds que antes en esta direccion
las partes de la fisica que se presian a tales ejercicios, y

(1) Véasc Marotte, obra citada.
(2) Marotte, obra citada.
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esto no solamente en las clases de fisica, sino también en las
de matemdticas. »

Las relaciones que se ha tratado de establecer en Ale-
mania entre las matemadticas y sus aplicaciones no han
tenido por objeto el hacer mds técnica la ensefanza se-
cundaria, lo que no seria posible ni deseable. Las ultimas
reformas han tenido por fin desembarazarla de sus par-
tes muertas, de la pura légica verbal, del cdlculo numé-
rico vacio de contenido; ellas fueron hechas para hacer

esa ensefianza mds interesante, mds vivaz, mds cercana de
la realidad. (V)

111
EL METODO DE ENSENANZA

Es el método socritico, llamado heuristico en los pai-
ses de habla sajona, el que caracteriza la enseflanza ma-
tematica de Alemania y de los paises que aplican sus
ideas pedagédgicas: este método se aplica principalmente
en la ensefianza de los primeros afios de las matemati-
cas elementales.

Las mateméticas que hasta principios del éiglo XIX se
ensefiaron teniendo en cuenta sus aplicaciones (%) sufrie-
ron en el siglo pasado una evolucién radical en su ense-
fianza, no solo en Alemania, sino también en Francia y
en otros paises europeos.

Rousseau habia establecido los principios tedricos de
la nueva educacién: como siempre, la reforma efectiva
de la ensefianza prusiana surgié de una crisis violenta
de la vida nacional.

Al derrumbe de Prusia en la batalla de Yena, siguid
un movimiento de reaccién basado sobre nuevas ideas

(1) Marotte — La ensefianza de las ciencias en Alemania.
(2) Marotte — obra citada.
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en la organizacion del Estado: al absolutismo que ma-
taba el espiritu civico, y favorecia la inercia, la pasivi-
dad y el egoismo, se traté de sustituir, por medio de la
educacion popular, la actividad espontinea y libre de
los ciudadanos, a fin de que el Estado basado en las
nuevas ideas, desarrollara su acecién inteligente, fuerte y
eficaz en la reconstruceién nacional. Al principio las ideas
de Pestalozzi solo fueron aplicadas a la ensefianza prima-
ria; pero después, lentamente al principio y rdpidamente
en seguida, lod nuevos métodos de ensefianza fueron
entrando en las escuelas secundarias. Los Seminarios
pedagdgicos, por medio del profesorado que formaron,
educado en los principios de la ensefianza moderna, pro-
pagaron esos principios, los pusieron en practica y de-
mostraron sus ventajas para la mejor educacion men-
tal.

De gran utilidad sera para nuestros profesores el co-
nocer en detalle la aplicacion y las caracteristicas del
método heuristico, difundido en los ultimos afnos en casi
todos los paises europeos y en los Estados Unidos. Para
el efecto nada me parece mas apropiado que las siguien-
tes paginas que transecribo del interesante estudio que el
profesor Marotte hizo de la ensenanza cientifica alemana
en las escuelas secundarias, después de presenciar y es-
tudiar el funcionamiento de las clases, observar y anotar
los resultados del método heuristico y experimentar per-
sonalmente, en sus propios alumnos, los resultados de su
aplicacion. Se trata de un testimonio de wvalor, no sélo
por su gran autoridad como profesor, sino también por
su indiscutible imparcialidad.

«Para dar & conocer bien el método heuristico, voy a
hacer la reconstitucién, segiin mis anotaciones, de una
leccion que he presenciado en una clase de Cuaarta (ter-
cer afio), compuesta de treinta y ocho alumnos.

El profesor anuncia al principiar la clase: vamos a
averignar cual es la suma de los dngulos de un tridngulo.



194 Anales de la Universidad

Dibuja en el pizarrén, sirviéndose de una regla, un tridn-
gulo ABC y propone a los alumnos, escogidos en el or-
den mdas variado posible, las
C cuestiones siguientes:
¢ Cudntos 4angulos tiene el
triangulo A B C?—Designe un
angulo de ese tridngulo.—De-
signe un segundo angulo. —
¢ Cual es el tercero?
A 8 ¢ Cual es la magnitud del
angulo B A C? Algunos alum-
nos, interrogados sucesivamente, aprecian el &angulo a
simple vista y contestan:

BAC=4bc..., después Ho..., después 52.0.., ete.

Un alumno es invitado a aproximarse al pizarrén para
medir el angulo con el transportador, y encuentra

BAC=480

Se repite la misma operacién para los otros dos an-
gulos: la medida con el transportador da

ABC =62
BCA="lo

"¢Cudl es la suma de los tres angulos?
BACH+ABC+H BCA=18Io

¢Han medido ustedes los angulos de otros triangulos
que no sea el dibujado en el pizarrén?-—pregunta el pro-
fesor a algunos alumnos.—¢Qué sumas de angulos han
encontrado ustedes?

Los alumnos que han seguido en la clase del ano an-
terior una ensefianza preparatoria de la geometria, ba-
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sada en el dibujo, dicen que han medido muchas veces
los dngulos de tridngulos que ellos mismos habian dibu-
jado, dicen que han encontrado que la suma era de 180,

Vuestros recuerdos no parecen muy exactos, dice el
profesor, ustedes deben haber encontrado sumas préximas
a 1800; pero como se os advirti6 que la suma exacta es
1800, sélo habéis retenido ese ntmero.

¢Las medidas que hemos tomado sobre el tridngulo
A B C son rigurosamente exactas? No, contesta el alumno
interrogado.

¢Puédese, por medio de medidas semejantes, demostrar
que la suma de los &angulos de un tridgulo es siempre
18007 ——L.a pregunta hecha a toda la clase queda sin
contestacion: explica entonces el profesor que toda me-
dida trae como consecuencia una aproximacion,y que no
se puede saber por medio de medidas si la suma de los
angulos del tridngulo propuesto es 180, o un numero
muy préximo. Ademds, la medida hecha en un numero
cualquiera de tridngulos, dejaria subsistente la duda para
los tridngulos no medidos. Es otro método el que ha per-
mitido establecer que la suma de los dngulos de un tridn-
gulo cualquiera es exactamente 180c. Vamos a construir la
suma de los dngulos del tridngulo, yuxtaponiéndolos, como
es natural.

El profesor dice entonces Q D
a uno de los alumnos que
construya un angulo adya-
cente aA C B,igualal angulo
ABC. Elalumno hacecuida-
dosamente la construccion
con la regla y el compasy A
obtiene asi la recta C D, ]

/Qué igualdad de angulos resulta de la construcecion?

DCB=ABC

¢De esa igualdad qué propiedad resulta para la figura?
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¢Qué son las rectas C D y B A? Son paralelas, responden
algunos alumnos de la clase. ;Por qué?

Vuelve a empezar la misma operacién para yuxtapo-
ner el angulo A al dngulo C, a lo largo de la recta C A
Se obtiene asi la recta € L.

¢ Qué son las rectas
E___C6 ____b CDy CE? Son pro-
longacién la una de la

otra. ¢Por qué?
¢Por quién hemos
reemplazado la suma
A B de los angulos del tri-
angulo? Por la suma:
DCB+4+BCA+ACE. ¢ A qué es igual esta suma? jCuél
es 1a suma de los dngulos de un tridgulo? Enuncie V. el

teorema obtenido.

La suma de los dngnlos de un tridngulo es igual d dos
dngnlos rectos.

Vuelve, en seguida, a comenzarse la demostracion, pero
en forma sintética. Después de haber dibujado un nuevo
triangulo el profesor pregunta de qué linea auxiliar se ha
servido para hacer la demostracion, traza la paralela
E CD y pregunta: ;Cudles son los d4ngulos iguales? ¢Por-
qué son iguales? ¢Qué resulta de esa igualdad?

El enunciado obtenido: la suma de los angulos de un
tridngulo es igual a dos rectas, es, en fin, repetido por
algunos alumnos, y después por toda la clase.

La demostraciéon habia durado los cincuenta minutos
de una leccion ordinaria. »

v
CARAGTEREY DEL METODO HEURISTICO

Este ejemplo muestra muy claramente como es condu-
cida una clase alemana. Toda la clase se desarrolla en
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interrogaciones fraccionadas, muy cortas, pasando de un
alumno a otro para mantenerlos atentos a todos. Ksas
interrogaciones son dirigidas por el profesor de modo
que, o hagan descubrir a los alumnos la propiedad mate-
matica que se desea demostrar, o bien les haga despren-
der de la experiencia hecha a su vista la ley fisica que
se quiere comprobar. Las cuestiones propuestas son, como
conviene, muy sencillas. Es necesario que el alumno
pueda contestarles sin demasiada reflexion. Muy frecuen-
temente el profesor pide simplemente la deseripcion de
una figura geométrica, de un fenémeno fisico.

Los caracteres principales del método heuristico son
los siguientes:

l.a Evita el estudio de pura memoria, y hace mas fa-
cilmente asimilables los conocimientos, aun para los alum-
nos menos inteligentes de la clase;

2.0 Mantiene despierto el interés de todos los alumnos
de la clase, estimulando su actividad de una manera
continua;

3.0 Ejercita enérgicamente las facultades de observa-
cion, de reflexién y de invencién de los alumnos;

4.0 Da al profesor un contralor continno de los resulta-
dos de la ensefianza, y por lo tanto el conocimiento de
la preparaciéon que ha alcanzado la clase.

El profesor Marotte, que pudo estudiar a conciencia los
métodos de la ensenanza cientifica de las escuelas secun-
darias alemanas, aprecia en los siguientes términos el
método heuristico.

«El método heuristico tiene los dos caracteres princi-
pales siguientes: del punto de vista cientifico, coloca a
log alumnos, en lo posible, en la actitud del investigador
y del inventor; del punto de vista pedagogico, exige de
ellos una participacion activa en la ensenanza.

« Quizéd la mayor ventaja de este método es la de de-
mostrar y poner en evidencia ante el alumno el meca-
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nismo de la investigacidon cientifica, de hacérsela domi-
nar y de aprender a manejarla. La ciencia no se le
presenta completamente hecha, se le ensefia como se hace.
La ensenanza queda asi independiente de todo lo dogma-
tico y autoritario en el método de exposicion.

«Por otra parte, he podido observar que el cardcter
mas marcado del método heuristico, tal como se emplea
en las clases alemanas, no es el ejercicio de la facultad
de invencion, que se considera como un hecho excepcio-
nal. Lo que de ese método se desea, sobre todo, es la
participacion activa del alumno en la ensefianza. Las
clases que funcionan por este meétodo son mucho més
animadas que las en que se emplea el método diddctico,
La atencion de los alumnos se mantiene despierta en to-
dos los instantes: todas sus facultades trabajan, pues ne-
cesitan comprender la cuestion propuesta, observar, refle-
xionar, encontrar ellos mismos y enunciar los resultados
que han descubierto. El sentimiento que tienen de una
toma de posesion, su placer de descubrir su propia acti-
vidad, los inducen a prestar atencién, sin que por eso
experimenten fatiga.

En fin, el método heuristico es una garantia de que la
ensefianza no excede de la capacidad del alumno, de que
ella es seguramente comprendida y retenida; las contes-
taciones de los alumnos permiten al profesor un contra-
lor permanente e umediato de los resultados alcanzados;
la ensefianza se da y es asimilada al mismo tiempo; y
resulta asi una seguridad en la progresiéon, que com-
pensa largamente la lentitud inherente al método.

El trabajo de la clase se dirige de modo que todos los
alumnos tomen parte en él. No son interrogados sola-
mente los mejores alumnos, o aquellos que levantan la
mano, sino también aquellos que tienen un momento de
inatencion, aquellos cuyo espiritu perezoso e inerte nece-
sita una excitacion exterior. De consiguiente, la ensefianza
ge dirige a la media y no a la seleccion de la clase.
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Muchos profesores me han dicho que, después del em-
pleo del método heuristico, ya no se creia que fuera ne-
cesario un don particular para comprender las matemé-
ticas ».

v

CONDICIONES DE APLICACION DEL METODO HEURISTICO

Lo expuesto por el distinguido profesor del Liceo Car-
lomagno, de Paris, demuestra con toda evidencia las ven-
tajas pedagogicas que préacticamente pudo apreciar en la
aplicacién del método heuristico en las escuelas secunda-
rias alemanas: testimonio de gran valor, dada la autori-
dad de quien lo da. Pero ese valor aumenta enormemente
si se tiene en cuenta los resultados que el mismo profe.
sor manifiesta haber obtenido aplicando el método heu-
ristico en sus propias clases. Véase lo que al respecto
manifiesta ;

«Terminaré la apreciacion del método heuristico sena-
lando algunos de sus caracteres, sobre los cuales mi opi-
niéon ha variado de una manera curiosa.

En las notas tomadas durante mi viaje a Alemania,
los sefialé como defectos; y ahora, después de haberlos
experimentado, me siento muy inclinado a considerarlos
como cualidades ».

«Véase, despues de la experiencia que hice de ese mé-
todo durante el ado que acaba de transcurrir, en una
clase de segunda C (V) de 28 alumnos y en una de pri-
mera (2) Seccién Ciencias, de 11 alumnos, cuales son las
condiciones de su empleo. (3)

A pesar de la apariencia, el nimero de alumnos de la
clase es un factor importante, pero no esencial. Es cierto

(1) 5.° afio, Seccidén latin - ciencias.
(2) 6.° ailo.
(3) Se refiere al método heuristico.
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que una clase es tanto mdas fdcil de dirigir por el pro-
fesor, que la ensefianza es tanto mas aprovechada por
los alumnos, cuanto menor es el nimero de éstos. Pero
esto es verdad en la misma proporcién, creo, para los
métodos didactico y heuristico. Los efectivos de las cla-
ses alemanas me han parecido mas elevados que los
nuestros: los anuarios de las escuelas que he visitado
mencionan con bastante frecuencia clases de mds de cin-
cuenta alumnos. He visto clases de cuarenta alumnos
funcionando por el método heuristico. La homogeneidad
de la clase me parece también ser un factor favorable,
pero no esencial. Los alumnos incapaces 6 perezosos no
obtienen ningun resultado, cualquiera que sea el método
de ensefianza adoptado. He dicho ya que los alumnos
débiles 6 medianos no encuentran sino ventajas en el
empleo del método heuristico, que les presenta las ma-
terias ensefiadas bajo una forma mas asimilable.

La sola condicion verdaderamente esencial me parece
consistir en que es necesario disponer del tiempo sufi-
ciente para dar la ensefianza con la lentitud conveniente.
Se ha visto por el ejemplo antes expuesto, que se ha
empleado una leccion de cincuenta minutos para la de-
mostracion del teorema de la suma de los angulos de un
triangulo. Para que se pucda seguir adelante, para que
los alumnos puedan participar en ella activamente, no
basta que las nociones anteriormente adquiridas sean
perfectamente comprendidas, es necesario que ellas sean’
estudiadas desde todos sus aspectos, que sean completa-
mente poseidas y asimiladas, es preciso que los alumnos
partan de un terreno perfectamente conocido, en el que
todo se les haya hecho familiar.

Nuestros planes de estudio satisfacen mal & esta con-
dicion de tiempo y este fué el principal obsticulo que
encontré en mi ensayo ».

El inconveniente de la escasez de tiempo que hace no
tar el profesor Marotte encontré para la aplicacion del
método heuristico en Francia, seria mayor aun en la ge-
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neralidad de los paises americanos, puesto que asignan
a la ensefianza de las matemdticas muchas menos horas
que los paises europeos. Sin embargo, dadas las ventajas
que para la ensefianza matemadtica ofrece el método heu-
ristico, seria conveniente que los Consejos y el profeso-
rado latino - americanos reformaran los programas y ho-
rarios en condiciones de aplicar el método heuristico en
los primeros tres afos de ensefianza secundaria.

VI

LOS PROGRAMAS DE MATEMATICAS DE LOS GIMNASIOS

Los Gimnasios son establecimientos independientes que
dan ensefianza literaria, cuyo fin cultural es semejante
al de la Seccion Latin - Griego de los Liceos franceses.

Fin general de la enseiianza matemdtica
de los gimnasios

Seguridad en el cilculo numérico y, en particular, en
el calculo mental; aplicacion segura y facil del caleulo
a las operaciones ordinarias de la vida. Estudio de la
aritmética hasta el desarrollo del binomio con exponente
entero y positivo. Estudio del dlgebra hasta las ecuacio-
nes de segundo grado inclusive. Estudio de la geometria
plana y del espacio y de la trigonometria plana, dando
nociones sobre las representaciones graficas y las sec-
ciones coénicas.

PROGRAMA.— 1.7 afio.—(Clase Sexta)—4 horas sema-
nales. Las operaciones fundamentales con niimeros enteros,
abstractos y concretos.— Pesos, medidas y monedas ale-
manas, aplicados a ejercicios sobre la numeracién deci-
mal escrita y* a los calculos mas simples con los nimeros
decimales.— Preparacion al cédlculo de las fracciones.

2.0 afio.—( Clase Quinta ) —4 koras semanales. — Divisi-
bilidad de los nimeros — Fracciones ordinarias — Conti-

14 M.
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nuacion de los ejercicios del aiio anterior sobre los ntime-
ros decimales concrzatos — Problemas simples, aplicando
el método de reduccion a la unidad, o a una comun me-
dida.

3. afio.— (Clase Cuarta)— 4 horas semanales— Cdlculo.
Calculo de las fracciones decimales — Regla de tres sim-
ple y compuesta, con numeros enteros y fracciones-—
Problemas de la vida ordinaria sobre las cuestiones mis
simples de porcentages, de interés simple y descuento.

Planimetria. — Ensefianza intuitiva preparatoria de la
geometria — Empleo de la regla y el compéas-— Estudio
de la linea recta, de los dngulos y de los tridngulos.

4.0 afio.— ( Clase Tercera inferior ) — 3 horas semanales —
Aritmética. Las operaciones fundamentales con nimeros
absolutos — Introduccion de los nimeros absolutos — In-
troduccion de los numeros positivos y negativos — kn los
ejercicios habrd ocasién de emplear las ecuaciones de
primer grado con una incdgnita.

Planimetria. — Continuacion del estudio de los tridngu-
los— Estudio de los paralelégramos, de las cuerdas y de
los angulos en el circulo — Ejercicios de construcciones
graficas.

5.0 afio. — (Clase Tercera superior)—3 horas semana-
les— Aritméfica —Revision del cilculo de las fracciones en
su aplicacién a las expresiones algebraicas formadas por
letras— Se completara lo estudiado en el afio anterior —
Los teoremas mas simples sobre las proporciones—Ecua-
ciones de primer grado con una o con varias incégnitas—
Potencias con exponentes enteros y positivos.

Planimetria. — Revisiéon y continuacion del estudio del
circulo — Areas de las figuras — Teorema de Pitigoras—
Calculo de las areas de los poligonos — Ejercicios de
construcciones graficas.

6.0 afio. — (Clase Segunda inferior)—4 horas semana-
les — Aritmélica — Potencias, raices y logaritmos — Ejerci-
cios de célculos con logaritmos (con cuatro o cinco de-
cimales) — Ecuaciones simples de segundo grado con una
incdgnita.
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Planimetria. — Figuras semejantes — Lineas proporciona-
les en el circulo: division en media y extrema razén —
Poligonos regulares — Longitud de la circunferencia —
Area del circulo— Ejercicios de construcciones grificas.

7.0 afio.—- (Olase Segunda superior)— 4 horas semana-
les — Aritmética — Ecuaciones, principalmente de segundo
grado con varias incégnitas.

Planimetria — Algunas nociones sobre las divisiones y
haces armonicos, y sobre las transversales — Aplicacion
del algebra a la geometria — Ejercicios de construcciones
graficas, en particular los que exigen el empleo del ana-
lisis algebraico.

Trigonometria. — Goniometria — Casos simples de reso-
lucion de tridngulos.

8.0 y 9.0 afos.— (Clases Primera inferior y Primera
superior — 4 horas semanales — Aritmética — Progresiones
aritméticas y geométricas — Calculos de intereses com-
puestos y de rentas — Elementos de la teoria de las
combinaciones : sus aplicaciones inmediatas al cdlculo de
probabilidades — Desarrolle del binomio con exponente
entero y positivo — Revisién sintética del dominio arit-
mético (extensiéon de la nocién de nimero por las ope-
raciones algebraicas, desde el numero entero y positivo
hasta el nimero complejo )— Ecuaciones que pueden re-
ducirse a segundo grado.

Continuaciéon de los ejercicios de Trigonometria y de
las construcciones geométricas planas.

La estereometria y sus aplicaciones a la geografia y a
la cosmografia matematicas — Introduccion del dibujo de
perspectiva de las figuras del espacio.

Nociones sobre las coordenadas — Algunos elementos
sobre las secciones conicas.

Complementos sintéticos y ejercicios en todo el domi-
nio de los afios precedentes.
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VII

PROGRAMAS DE LOS GIMNASIOS REALES Y DE LAS ESCUELAS
REALES SUPERIORES

La ensenianza de los (imnasios reales es equivalente a
la que da la Seccion Latin-Ciencias de los Liceos france-
ses: la de las Kscuelas reales corresponde a la de la Sec-
cion Ciencias- Lengnas vivas de los mismos Liceos.

Fin general de la ensefianza.—Seguridad y facilidad en
el calculo numérico y, en particular, en el calculo men-
tal; aplicacion segura y facil del calculo a las operacio-
nes ordinarias de la vida. Se estudia la aritmética hasta
comprender el desarrollo del binomio con exponente cual-
quiera y las series infinitas mds simples. El dalgebra se
estudia hasta las ecuaciones de tercer grado inclusive.
La geometria plana comprende la teoria de las divisiones
y haces armdnicos, los ejes radicales, los centros y los
ejes de homotecia. La geometria del espacio comprende
los principios de la geometria descriptiva. La trigonome-
tria plana se complementa con la esférica. Se estudia la
geometria analitica plana. Se resuelven los problemas ele-
mentales sobre miximos y minimos.

En las Escuelas reales es obligatorio el estudio de las
series mas importantes del andlisis. En esos estableci-
mientos se puede, segun las circunstancias, o bien com-
pletar el programa de aritmética, agregiandole nociones
generales sobre las ecuaciones y sobre los métodos de
resoluciéon aproximada de las ecuaciones numéricas alge-
braicas y trascendentes, o bien completar el programa
de geometria, avanzando mdas la geometria descriptiva, la
geometria proyectiva o la geometria analitica.

1.7 afio. —(Clase Sexta)—4 y 5 horas semanales. Lo
mismo que en los Gimnasios.

2.0 afio.—(Clase Quinta)—4 y 5 horas semanales. Lo
mismo que en los Gimnasios.
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Ademas, en la Escuela real, se da la ensefianza intui-
tiva preparatoria de la geometria. Fjercicios de contruc-
ciones grificas. ‘

3. afio.— (Clase Cuarta)—4 y 6 horas semanales. Como
en los Gimnasios.

Ademds, en las Escuelas reales, principio del algebra
y estudio de los paralelégramos.

4.0 afio.— (Clase Tercera inferior ) —5 y 6 horas semana-
les aritmética. Operaciones fundamentales con los nume-
ros absolutos. — Introduccién de los numeros positivos y
negativos. — Teoria de las proporciones. — Ecuaciones de
primer grado con una incégnita. — Célculos de aplicacion
de la vida ordinaria y calculo comercial. — Planimetria. —
Estudio de los paralelégramos (en las Escuelas reales re-
vision y complementacién ).—El circulo. Areas de las figu-
ras y teorema de Pitagoras.-— Calculo de las dreas de los
poligonos.—-Construcciones graficas.

5.0 afio.— (Clase Tercera superior).-— O koras semana-
les.— Aritmética. — Potencias y raices. -— Ecuaciones de pri-
mer grado con una y con varias incégnitas. — Ecuaciones
de segundo grado con una incégnita.

L lanimetria.—Figuras semejantes. — Lineas proporciona-
les en el circulo: divisién en media y extrema razén.—
Poligonos regulares.— Longitud de la circunferencia. —
Area del circulo—Ejercicios graficos.

6.0 afio.—( Clase Segunda inferior )—J horas semanales. —
Aritméfica.—Logaritmos : ejercicios de cdlculo con loga-
ritmos (cuatro o cinco decimales).—Ecuaciones de 2.0
grado.—Revision de lo estudiado en los afios precedentes.

Planimetria.— Aplicaciones del dlgebra a la geometria.——
Ejercicios gréficos, en particular los que exigen el em-
pleo del andlisis algebraico.—Revision de la planimetria.

Trigonometria. — Elementos de goniometria. Casos sim-
ples de resolucién de tridngulos.

Hstereometrin. —Introduccion al dibujo en perspectiva
de las figuras del espacio.—Los cuerpos simples: cilculo
de sus aristas, de sus superficies, de sus volumenes.
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7.0 afio. — ( Clase Segunda superior). -5 horas semana-
les. — Aritmética.— Progresiones aritméticas y geométricas:
cdlculo de los intereses compuestos y de las rentas.—Nu-
meros complejos.— Ecuaciones reciprocas, ecuaciones bi-
nomias y ecuaciones dificiles de 2.0 grado.

Planimetria.— Divisiones y haces armonicos, ejes radica-
les, centros y ejes de homotecia.— Ejercicios grificos.

Trigonometria. —Continuacion de la goniometria. —Casos
dificiles de resolucién de triangulos.

Estereometria.— Desarrollo sistematico: complementos y
aplicaciones.

8.0 y 9.0 anos.—(Clases Primera inferior y Primera su-
perior ).— 5 horas semanales.— Aritmética.— Combinaciones:
sus aplicaciones al cdlculo de las probabilidades.— Desa-
rrollo del binomio con exponente cualquiera: las series
infinitas mas simples. —Revision sintética del dominio de
la aritmética ( extension de la nocién de nimero por las
operaciones algebraicas, desde el numero entero y po
sitivo hasta el numero complejo).-—Ecuaciones de 3.er
grado.—Problemas elementales sobre los maximos y mi-
nimos.—Trigonometria esférica y sus aplicaciones a la
geografia y a la cosmografia matematicas.

Geometrin.— Principios de geometria descriptiva. — Ex-
posicion elemental y sintética de los teoremas mds im-
portantes sobre las secciones conicas. — (Geometria anali-
tica plana. — Complementos, resimenes y ejercicios de
lo estudiado en las clases precedentes.

En las Escuelas reales superiores, se agregaran los
temas ya indicados en el titulo «Fin general de la ense-
fianza », como obligatorios o facultativos.

Nofa. — Se observarda que en los programas alemanes
se consideran en arifmeéfica cuestiones que en los paises
latinos figuran en dlgebra. En Alemania se comprende en
la aritmética el desarrollo de las operaciones, aunque en
ellas se consideren los numeros en general o representa-
dos por letras; mientras que en el algebra se comprende
mds especialmente la teoria de las funciones racionales
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hasta comprender la resolucion de las ecuaciones de 3.0
y 4.0 grados.

VIII

LA ENSENANZA DE LAS CIENCIAS ARITMETICAS (1)

El cdiculo. — El ealculo propiamente dicho es ensefiado
en Alemania y en Francia, en las clases correspondien-
tes Sexta (Séptima ), Quinta (Sexta) y Cuarta (Quinta).
En conjunto, se dedica a esta enseflanza 10 horas sema-
nales en Prusia y 8 horas en Francia.

Las Consideraciones metddicas anexas al programa pru-
siano de matematicas, contienen, respecto del caleculo, los
consejos siguientes:

« La ensenianza del cdlculo debe temer en vista la se-
guridad y la facilidad en las operaciones con los nume’
ros. Para ponerla de acuerdo con la ensefianza ulterior
de la aritmética, y apropiarla a la preparacion y apoyo
de esta ultima, las reglas fundamentales de la Sexta
Clase (l.er ano) y la teoria de las fracciones deberan
darse ejercitando el simbolismo matematico por el em-
pleo frecuente de los signos y de los paréntesis. Por otra
parte, no se descuidard, en el primer grado, la aplicacion
a la vida practica, sobre todo para el calculo mental. Se
hardn conocer las monedas, las pesas y las medidas ale-
manas, mostrandolas a los alumnos. Del mismo modo la
naturaleza de las fracciones serd explicada intuitivamente
de manera que los alumnos aprendan a operar sobre las
fracciones -como sobre los numeros concretos. Los ejerci-
cios de cdlculo mental con numeros pequefos precederan,
en todos los grados, a los problemas escritos sobre los
numeros mayores, a fin de facilitar su comprension. En
lo posible se evitaran ejercicios demasiado complicados.
Se excluiran asimismo los problemas llamados de la zida

(1) Marotte. — Ensellunza de las matemditicas en Alemania.



208 Anales de la Universidad

ordinaria, cuya solucién exija el conocimiente de hechos
y de costumbres de la practica comercial de la que no
estén en posesion los alumnos. La enseflanza del célculo
propiamente dicho concluye en la Caarfa Clase (3.er afio)
de los Gimnasios y en la clase siguiente en los estableci-
mientos reales; pero se conservara la facilidad del calculo
mediante la ejecucién de repetidos ejercicios durante la
ensefianza aritmética de las clases siguientes ».

Cédlculo mental.—Desde el principio del curso, se da en
Alemania gran importancia al calculo mental; los alum-
nos se ejercitan constantemente en él, en las Clases Sexta,
Quinta y Cuarta (1.0, 2.0 y 3.er afio), y adquieren.en él
suficiente practica como para ejecutar con facilidad ejer-
cicios bastante complicados. Ejemplos: en 2.0 ano el pro-
fesor propone verbalmente.

5,842 1—3, 5="1
(12,6 —5,7) 9="2

Si los numeros son mas complicados el enunciado del
ejercicio se escribe en el pizarrén, pero la solucion se
da oralmente:

98,6 — 12,14+ 15,1 _
- -

?

Mi impresion fué que los alumnos de esas clases y de
las clases superiores calculaban bien.

IX

LA REFORMA DE LA ENSENANZA ARITMETICA

He dicho antes que la influencia de las tendencias uti-
litarias se manifesto, en estos ultimos afios, por un mo-
vimiento general de las matematicas hacia la realidad.
La enseifianza de la aritmética participé de ese movi-
miento en la forma siguiente:
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Una primera categoria de transformaciones, cuyo ori-
gen remonta a las resoluciones de Braunsweig (1891), (1
aceptadas por los planes de estudio de 1901, consistié en
separar, en lo posible, de la ensefianza los ejercicios arti-
ficiales, referentes a cuestiones fuera de la realidad y en
los cualés solo hubiera cilculos mecanicos, para reempla-
zarlos por ejercicios tomados de la realidad. Antiguas co-
lecciones de ejercicios (Bardey) han sido modificados en
este sentido; se han publicado otras (Schiilke), que con-
tienen aplicaciones a la astronomia, a la navegacién, a
la fisica, a la técnica y a cdlculos de seguros.

Para los ejercicios, los datos son rigurosamente toma-
dos de la realidad, y este retorno a las relaciones reales
de medida trae como consecuencia la disminucion del
numero de cifras caracteristicas en los datos. Como es
bastante raro, en efecto, que las medidas ordinarias de
longitud, de angulos, de tiempo, de masas, den una apro-
ximacién superior al diez milésimo, s6lo se conserva en
los datos cuatro cifras caracteristicas. (¥

Una consecuencia de este movimiento ha sido la de
reemplazar en muchos establecimientos los logaritmos de
cinco decimales por los. cuatro decimales.

Schiilke, profesor del Gimnasio de Osterrode, ha hecho
una campana muy activa para demostrar que, en los li-
mites de exactitud que exigen los cdlculos hechos en la
escuela, y aun los cdlculos de la fisica y de la téenica,
las tablas de cuatro decimales reemplazan ventajosamente
los logaritmos de cinco decimales.

Estas medidas tienen por objeto, suprimiendo el cilculo
mécanico vacio de contenido, aproximar los calculos nu-
méricos a lo que son en la realidad. En su Aufyaben-
Sammlang, Schiilke las completa de una manera muy efi-

(1) Véase pag. 189,

(2) Una transformacion mas completa consistiria en proponer ejercicios con me-
didas tomadas por los alumnos. Estos se ejercitarian asi en medir realmente lo
que por lo menos es extrafio no encontrar en la ensefianza matemitica. Pero, para
esto se necesitarian trabajos practicos de matemaiticas.
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caz ensefiando a tener en cuenta los errores de medida
que pueden afectar los datos.

En lugar de considerar las constantes fisicas como can-
tidades exactamente conocidas, se tienen en cuenta erro-
res posibles, preguntdandose: ¢Qué variaciones experimen-
tan los resultados cuando tal dato del problema Aumenta
o disminuye en 0’07, en 0,008?

Los alumnos pueden apreciar asi los limites de exacti-
tud de los resultados encontrados; comprueban como éstos
dependen de los datos y reconocen en qué medida una
correceion de los datos puede ser necesaria o absurda.
Comprenden el sentido fisico del problema ».

X

LA ENSENANZA DE LA GEOMETRia (1)

Caracteres generales y mdviles de la reforma de la ense-
Aianza de la geomelria. — Ya eXpresé como las matemdti-
cas, introducidas en los Gimnasios en los que dominaba
la ensefianza lengiiistica, poco a poco, bajo la influencia
del medio, se habian apartado de las aplicaciones hasta
llegar a ser una pura escuela de ldogica. Respecto de la
geometria la exposicién euclidea daba al respecto toda
satisfaceion. Asi fué ella aceptada sin reserva y la geo-
metria que, en su mas amplia acepcion, es el arte de
medir, de representar y de construir las formas del es,
pacio, se deforma al punto de llegar a ser el arfe de
razonar justo sobre figuras mal hechas.

La reforma de la ensefianza geométrica, que empieza
en Alemania hacia 1870, fué una reaccion contra los mé-
todos euclideos. Dos clases de consideraciones obraron
en el mismo sentido y ocasionaron una renovaciéon de
esta ensefianza dando mayor importancia a los métodos
intuitivos.

(1) Marotte. — Obra citada.
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Fueron al principio consideraciones pedagdgicas, expresa-
das bajo una forma muy feliz por Jacobi, desde 1846,
pero que no tuvieron verdadera influencia hasta después
de 1870. Véase como se expresa el eminente analista
que, escribiendo el prefacio a una Infrodaccidn a la geo-
melria descriptiva, se revela excelente profesor :

« El rigor de las demostraciones geométricas es una
« invencién de los griegos que hace mucho honor a la
« inteligencia humana; pero ese rigor sélo es una nutri-
« cion conveniente y sana para los jovenes cuyo espiritu
haya adquirido cierta madurez: solamente entonces la
« geometria légica es, como la gramaitica, una verdadera
educacién de la inteligencia. No es de buena pedagogia
obligar al niilo, a quien el mundo de las formas geo-
« métricas es completamente extrano, a dar en él sus
« primeros pasos de una manera légica y sistematica. Es
principalmente a este error que se atribuye ese feno-
« meno notable de que, solas entre todos las materias de
« la ensefianza no dejan ninguna traza en la mayor parte
« de los que las han estudiado ».

Y Jacobi explica en seguida el fin de la obra que pre-
senta: con el auxilio del dibujo, familiarizar a los alum-
nos con las formas y las nociones, geométricas, excitar
su interes por una creacion personal, despertar en ellos
el deseo de una comprensién mas perfecta que mas tarde
serd satisfecha por una demostracion rigurosa: en fin, dar
al que solo tuviera una débil aptitud para el raciocinio
deductivo los conocimientos geométricos utiles en la vida
practica.

En el mismo sentido, y mas vigorosamente todavia,
obraran las consideraciones utilifarins, invocadas mas re-
cientemente, en el periodo de realismo en que se encuen-
tra actualmente Alemania.

La doble influencia de las preocupaciones pedagégicas
y de las preocupaciones utilitarias, son las que produje-
ron en la ensefianza tradicional euclidea de la geometria,
muchas transformaciones, las que estudiaré a continua-
cion.

A

A

A

A

A
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La ensefianza intuitiva de la geometria.—Con el objeto
de salvar las dificultades que ofrece a los principiantes
el estudio abstracto de la geometria, se instituyd, primero
en Austria y después en Alemania, un primer ciclo de
estudios, en el que la geometria se enseila practica y ex-
perimentalmente, y no por el método deductivo. Austria
inicié esa reforma en 1849.

« s en los planes de estudio de 1882, redactados bajo
a direcciéon de Bonitz, organizador de la ensefianza aus-
ltriaca, que aparece por primera vez en Alemania, una
enseRanza intuitiva preparatoria de la geometria. *)

Los planes de estudio de 1901 la definen asi: « La en-
« seflanza geométrica comienza por una instruccién pre-
« paratoria que forma las facultades de concepcion y de
« representacion por el estudio de las formas simples del
« espacio, y, al mismo tiempo, da ocasiéon a los alumnos
« de ejercitarse en el empleo del compds y de la regla.»
No se asigna a esta ensefianza sino ana hora por semana
en tercer afio (Gimnasio y Gimnasio real) o en segundo
afio (Escuela real superior).

La ensenanza intuitiva de la geometria no tiene, en
Prusia, ni el fin ni el amplio desarrollo que tiene en
Austria. No es su propésito el que se haga un estudio
completo de todo el dominio de la geometria elemental;
por lo contrario, esa ensenanza, es estrictamente una
preparacion, una introduccién de la ensenanza légica y
sistemédtica, sobre cuyo contenido aquélla no debe super-
ponerse. Su fin es simplemente dar, por el aspecto, el
conocimiento familiar de las formas del espacio, ejercitar
su descripcion, hacer conocer los axiomas y dar alguna
practica del dibujo geométrico. En suma, reemplaza ven-
tajosamente, o por lo menos ilustra, algunas paginas de
definiciones, nociones, principios, axiomas que se encuen-
tran al principio de todos los tratados de geometria; es-
tablece la base experimental sobre la cual sera edificada
la geometria deductiva.

(1) Marote.— Qbra citada.
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Esta primera ensefianza se da a partir de los cuerpos
del espacio, modelos u objetos familiares.

Véanse algunos ejercicios que he visto tratar y que
me han sido comunicados:

Medir* una longitud dada; agregar, restar dos longitu-
des; apreciar a simple vista una longitud dada, y des-
pués verificarla por su medida.

Los mismos ejercicios aplicados a los angulos.

Construir un triangulo equildtero conocido el -lado.

Medir sus angulos. ¢ Por qué son iguales?

Construir un tridngulo cuyos lados son conocidos. Con
esos datos ¢Cuantos tridngulos se pueden construir? (Qué
son entre si dos tridngulos cuyos lados son iguales dos
a dos? Medir los angulos de un tridngulo ¢cudl es su
suma? Comparar los angulos a los lados opuestos: ¢Cudl
es el resultado? Al mayor lado se opone el mayor an-
gulo. ¢ Siempre es asi?

Medida de las superficies, comparando superficies re-
cortadas en una hoja de papel.

Medida de los volumenes, operando sobre modelos de
madera por pesadas o sobre modelos huecos gne se lle-
nan de agua.

Hstos ejercicios de medidas de superficies y de volu-
menes son tomados de la ensefianza badense, donde la
geometria intuitiva toma mucha mayor importancia que
en Prusia, y donde, como en Austria, la ensefianza de
la geometria estd dividida en dos ciclos sucesivos.

La geometria del espacio, en Prusia, empieza también
por una instruccién preparatoria que tiene por objeto
una introduccion al dibujo de perspectiva de las formas del
espacio.

La ensenanza ldgica de la geomelrin.—Esta ensefianza
empieza en la Clase Cuarta (3.er anio) en todos los esta-
blecimientos de ensefianza secundaria. Tiene, mds o me-
nos, el mismo caracter que la francesa y sigue la misma
progresion; sin embargo, la medida de las &areas y el
teorema de Pitagoras, preceden el estudio de las figuras
semejantes.
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Para conducir las demostraciones, los profesores dan,
segun sus tendencias, mas o menos importancia al ana-
lisis l6gico. Los que consideran que las matematicas va-
len sobre todo como gimnasia intelectual se esfuerzan de
hacer de la geometria una escuela de légica aplicada.
Enunciado un teorema los alumnos son invitados a for-
mular la hipétesis y la conclusién, que se escriben en el
pizarrén. Durante la demostracién los resultados parcia-
les sucesivamente adquiridos son notados como otros tan-
tos mojones o sefiales que marcan la via que conduce a
la conclusion; los alumnos toman en sus cuadernos un
esquema de la demostracion establecida en forma de hacer
resaltar las relaciones logicas. Estos ejercicios se hacen
principalmente en 3.0, 4.0 y 5.0 aflos: son mA4s raros en
las clases superiores, en las cuales los alumnos estan ya
entrenados.

Por otra parte, los profesores, que siguen las nuevas
tendencias y hacen mayor empleo de los métodos intui-
tivos disminuyen la importancia dada a la légica formal.

Por lo demis, todos los profesores estin de acuerdo
para conservar, en la enseiianza ldgica de la geometria,
el cuidado del dibujo correcto y de la representacion
exacta de las formas geométricas. En el pizarrén las fi-
guras se dibujan siempre con la regla graduada, la es-
cuadra y el compas; en una clase donde se estudiaban
las coénicas he visto emplear patrones recortados de car-
ton grueso para dibujar en el pizarrén una elipse, una
hipérbola, una parabola. El exceso de tiempo que exige
la construccion correcta es ampliamente compensado por
la ventaja que obtiene el alumno haciendo realmente, o
viendo hacer la construccion, la cual comprende y re-
tiene mucho mejor que aquel para quien sélo fuera hi-
potética. En fin, la geometria deja asi de ser el arfe de
razonar jasto sobre figuras mal hechas, y toma su verda-
dero cardcter, la aplicaciéon de la logica al estudio de
las formas exactamente observadas.

. . . . . . . . . . . . . . .
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Los ejercicios grdficos.—Entre las aplicaciones del curso
de geometria, una parte muy importante se dedica a los
ejercicios, que tienen la forma general siguiente:

« Construir una figura conociendo los elementos que
bastan para determinarla ».

La importancia que se da a esos ejercicios resulta de
la circunstancia de que figuran regularmente en el pro-
grama de cada clase; ademas, las instrucciones metodi-
cas anexas a esos programas dicen: :

«En todos los establecimientos, se haran ejercicios de
construcciones geométricas de la manera mas asidua desde
la Clase Tercera inferior (4.c afio), y deberan continuar-
se hasta la clase mds elevada. Pero deberan excluirse
rigurosamente todos los problemas cuya solucion exige
teoremas poco conocidos o artificios especiales. Por una
juiciosa eleccion de problemas que puedan ser resueltos
por métodos nuevos, por una clara direccion, el profesor
debera despertar en el alumno el sentimiento de que él
puede hacer por si mismo alguna cosa y hacer apreciar
el valor educativo de esos ejercicios. »

Los profesores alemanes, en su mayoria, atribuyen un
gran valor a esos ejercicios, no solamente porque afirman
y aclaran los conocimientos ya adquiridos, sino sobre todo
porque ofrecen una ocasion de ensenar los procedimientos
de la investigacién geométrica. Para esto la solucion del

. problema se descompone cuidadosamente en tres grados
sucesivos: el analisis, es decir la investigacion de las re-
laciones utiles entre los datos y las incégnitas; la cons-
truccion de la figura pedida; la demostracion o verifica-
cién.

Esos ejercicios acompafian todas las partes del curso y
se suceden desde las construcciones fundamentales inicia-
les: trazar una perpendicular, una paralela a una recta,
trazar la bisectriz de un 4ngulo, hasta la construccion de
las conicas. Veremos pronto que se ha extendido a la
geometria del espacio.

Pero los problemas sobre construccién de tridngulos son
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objeto de una particular predileccion. Se vuelve sobre ellos
con tanta insistencia como se hace en Francia para las
ecuaciones de 2.0 grado, y no es extrafio que haya al
respecto el mismo abuso. Los elementos que sirven para
determinar el tridngulo, no son solamente los lados, los
angulos, las alturas, sino también las bisectrices los ra-
dios de los circulos circunseriptos, incriptos y ex-inerip-
tos, los segmentos determinados por esos circulos sobre
los lados, ete.

Esta gimnasia de la geometria del tridngulo llega, a
veces, hasta una complicacion sorprendente. De ella pue-
de juzgarse por los siguientes ejercicios que tomo de los
cuadernos de alumnos de dos clases de Tercera Superior
(h.0 afio).

Contruir un tridngulo conociendo:

1° a4 b-+4c, Ay la mediana ma
2° a4+b+ec Ayr

3.° a,ryra

4° a,b-cyr

5° a, Ay ma

6° a,Ayr

A pesar de esos abusos inevitables, contra los cuales
los afilitarios con frecuencia han protestado, los ejercicios
de construccién forman un util complemento del curso de
geometria: interesan vivamente a los buenos alumnos y
les ofrecen una excelente ocasion de ejercitarse en el tra-
bajo persenal.

X1
LA UNION DE LA GEOMETRIA Y DEL DIBUJO
La educacidn de la intuicion del espacio.— Es esta la re-

forma méis importante y la mas fecunda perseguida en
los tultimos cuarenta afios por la ensefianza geométrica y
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que los planes de estudio de 1901 han consagrado defi-
nitivamente.

Las ideas directrices de esas reformas son las siguien-
tes: Conjuntamente con la facultad logica de razonar
bien, hacer la educacién geométrica del ojo, de la mano
y de la imaginacién; ejercitar en la observacion de las
formas, en su representacion por medio del dibujo, des-
arrollar la facultad de ver pldsticamente en el espacio.

Con el empleo de modelos, fué la unién intima de la
geometria y del dibujo que permitié alcanzar esos resul-
tados. Las consecuencias mas inmediatas de este auxilio
mutuo que se dieron la geometria y el dibujo fueron,
ilustrar la geometria y profundizar el dibujo.

En geometria plana el rol del dibujo es doble. Permite
desde luego ejecutar las construcciones explicadas en el
curso tedérico de la geometria y por consiguiente asimi-
lar las propiedades geométricas, no solamente por haber-
las oido y comprendido, sino también por haberlas com-
probado por la vista, por haberlas empleado y sobre
todo por haberlas, en cierto modo, realizado por una
creacién personal.

En segundo lugar, el dibujo extiende el curso de geo-
metria y lo liga con los dominios préximos, la cinemai-
tica por ejemplo. La construccién grafica permite, en
efecto, estudiar facilmente las curvas definidas por pro-
piedades geométricas o cinematicas.

He visto en Stuttgart la exposicién de dibujos hechos
en el afio por los alumnos de dos establecimientos rea-
les; fué para mi una revelaciéon el comprobar cuanto la
unién intima del dibujo y de la geometria aumenta en
extension, y en profundidad los conocimientos geométri-
cos, mientras que nuestros alumnos, en las clases ele-
mentales, estudian solamente la recta, el circulo y las
conicas, definidas unicamente por sus propiedades foca-
les. En los dibujos expuestos se veia ademas las céni-
cas engendradas como lugares de puntos o envolventes
de tangentes por haces o divisiones homogrificas; las

15 M.
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curvas mas interesantes de grados superiores, cisoides,
estrofoides, conchoides, o6valos, etc.; las trayectorias de
los puntos de una figura plana mévil en su plano, cicloi-
des, epicicloides, etc.; curvas envolventes. Todos esos
dibujos estan hechos en forma de hacer inmediatamente
sensible la generaciéon de la curva; si se trata, por ejem-
plo, de una curva definida como lugar de los puntos de
interseccion de dos series de rectas, estas rectas estan
senaladas en trozos rojos por un numero suficiente de
puntos dispuestos regularmente sobre la curva, y.ellas
son detenidas en la curva de modo que la dejen apare-
cer al primer golpe de vista. Se obtienen asi dibujos
muy claros, muy legibles, que muestran inmediatamente
la generacion de la curva y sus propiedades de forma y
de situacion.

Este método geométrico tiene caracteres muy diversos
del método euclideano: procede mas con la construeccion
grafica que con la logica, estudia mds bien las formas
aproximadas que las relaciones exactas de medida. En
cierto modo, puede ser considerado como la traducecién
grafica de la geometria analitica de la cual en parte po-
see la potencia.

Agrego que este método es el que se emplea en la
practica, donde todas las curvas son definidas grafica-
mente o cinematicamente y donde importa mas bien
conocer la marcha o curso de las curvas que sus propie-
dades loégicas. Es una razon de més para hacer conocer
ese método a los alumnos que se interesan siempre viva-
mente a lo que la ensefianza les revela de la naturaleza,
del arte o de la técnica.

Es sobre todo para la geometria del espacio que la
unién con el dibujo se ha mostrado fecunda. Ella ha pro-
ducido un cambio completo de orientacién, cuyos carac-
teres fueron: mayor acentuaciéon en el concepto grifico
de la estereometria con relacion a los conceptos deduc-
tivo y aritmético que antes dominaban; por consiguiente
-una penetracion intima de la geometria del espacio y de
la geometria descriptiva.
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Se sabe que la principal dificultad de la estereometria
para los principiantes consiste en que las figuras estu-
diadas son de tres dimensiones y no pueden ser repre-
sentadas con su forma real por los croquis que acom-
paiian las demostraciones. Antes de estudiar las relaciones
logicas entre los seres del espacio, conviene pues ejerci-
tar al alumno a representarlos convencionalmente por
imagenes planas, e inversamente a concebir plasticamente
los objetos partiendo de sus imdagenes.

Es lo que prevén los planes de estudios prusianos de
1901 para los Gimnasios reales y Escuelas reales supe-
riores.

El programa de los Gimnasios no contiene la geometria
descriptiva, pero impone la progresién que se observa
en 7.0 y 8.0 afio de los Gimnasios reales y Escuelas rea-
les en cuanto a las figuras en el espacio.

Las instrucciones anexas a los programas indican el
método que debe seguirse en las tres clases de estable-
cimientos secundarios.

« Conviene empezar la estereometria por el estudio de
solidos simples, como el cubo y el prisma, y seguir sola-
mente mas tarde el método deductivo més riguroso. Aqui,
lo mismo que en las clases precedentes, seria provechoso
el empleo de modelos y cuadros matematicos para ilus-
trar y profundizar la ensefanza ».

La geometria del espacio empieza, pues, en Alemania,
por un curso preparatorio cuyo objeto es ensefiar a re-
presentar exactamente las formas del espacio. Véase como
se hace esa ensefianza.

Se empieza por establecer experimentalmente, utili-
zando modelos de alambre, de carton, de madera, las
propiedades geométricas que sea 1util conocer. Sobre un
cubo, por ejemplo, se comprueba, por medidas de lon-
gitud y de dngulos, que las aristas son todas iguales, que
son paralelas o perpendiculares, que las seis caras son
cuadrados iguales.

Conocidas esas propiedades, se propone construir la
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imagen del cubo, es decir, el dibujo que da, en lo posible,
la misma impresion visual. Lo que conduce inmediatamente
a representar el cubo por su perspectiva sobre el plano
del pizarrén.

Un estudio répido de las diversas perspectivas del cubo
muestra muy pronto que sus propiedades geométricas son
particularmente simples cuando el ojo estd lo bastante
lejos como para que se le pueda considerar en el infinito,
siendo entonces los rayos visuales sensiblemente parale-
los; ademds, la imdgen obtenida conviene particularmente
a la representacion del cubo cuando esos rayos son oblicuos
a las aristas, pues las imagenes de las aristas no se recu-
bren y las caras del cubo estin entonces representadas
por superficies ¥y no por lineas.

De ahi resulta esta conclusion: Tomar provisoriamente
por imagen del cubo su proyecciéon oblicua o su perspec-
tiva paralela sobre el plano del pizarrdn.

Las propiedades geométricas de la proyeccion paralela
gon en seguida obtenidas experimentalmente, estudiando
la sombra arrojada, sobre el pizarrén, de un cubo de alam-
bre alumbrado por el sol. Se comprueban facilmente las
propiedades fundamentales siguientes:

1.0 Los segmentos proyecciéon de dos segmentos para-
lelos son paralelos y proporcionales a las longitudes de
esos segmentos;

2.0 Una figura paralela al plano del pizarrén es igual
y homotética a su perspectiva.

Después que esas propiedades, que bastan a toda la
perspectiva paralela, estan establecidas, se pasa a la re-
presentaciéon de los cuerpos, siguiendo, por ejemplo, la
progresiéon siguiente :

El cubo, los prismas regulares triangular y exagonal,
el octaedro y el tetraedro regulares, la piramide exago-
nal regular, las secciones planas de esos diversos solidos.

El cubo con las circunferencias inseriptas en sus caras;
el cilindro y el cono de revoluciéon; la esfera (en proyee-
cion ortogonal), las secciones planas de esos soélidos.
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Determinacion de las sombras.

Intersecciéon de los sélidos.

Es conveniente recordar que el objeto de estos ejerci-
cios es mas bien ejercitar en la representacion correcta
de las formas que earacterizan la naturaleza geométrica
de las figuras o de las curvas obtenidas.

Para las secciones cdnicas, por ejemplo, importa mas
ensefiar a colocarlas con relacién al cono, a su contorno
aparente y al plano secante, que buscar sus propiedades
focales por el teorema de Dandelin; este tltimo estudio
se hard mas adelante, cuando se haga el desarrollo siste-
matico de la estereometria.

Ademas, todos los dibujos se hacen utilizando modelos
que se presentan a los alumnos, sobre los cudles ellos
mismo toman las medidas, comprobando las propiedades
geométricas necesarias, y que les permiten adquirir las
pocas nociones que son indispensables para no cometer
faltas groseras en el dibujo. No se deja de explicar, uti-
zando los modelos, la distincién entre las partes vistas y
ocultas de su representacion. Para que los dibujos sean
mas legibles, se lavan con tintas uniformes y, si se trata
de interseccion de so6lidos, a dos colores.

Los dibujos de poliedros frecuentemente son acompaiia-
dos por sus desarrollos, los cuales son utilizados para que
los alumnos reproduzcan, en papel o en carton, los cuer-
pos que han dibujado. Poliedros regulares, penetraciones
de prismas y de pirdmides se construyen de este modo.
El estudio de las formas geométricas es llevado asi hasta
su ultimo término, que es la realizacion misma de esas
formas.

La ensenanza no se limita a la representacién de los
cuerpos que solo tienen interés geométrico. Esos ejerci-
cios sirven de preparacién al dibujo de aplicacion: repre-
sentacion de las formas cristalinas mas simples, construe-
cién de las figuras de la cosmografia, dibujos esquema-
ticos tomados directamente de aparatos de fisica, de or-
ganos de mdaquinas, de fragmentos arquitectonicos.
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Después que los alumnos se han ejercitado asi en el
dibujo de perspectiva, empieza en las clases siguientes el
estudio de las dos ramas de la estereometria. La primera
tiene por fin el calculo de las formas geométricas, es nues-
tra geometria ordinaria del espacio. La segunda tiene por
objeto su representacién por medio del dibujo, es nuestra
geometria descriptiva. Este estudio se hace, entonces, ri-
gurosamente por el método deductivo, a partir de nuestro
5.0 libro; pero se aborda este estudio después de una pre-
paracién que lo facilita. El alumno no encuentra ya difi-
cultad en concebir plasticamente los dibujos planos que
representan las relaciones espaciales; sabe ejecutar correc-
tamente los créquis estereométricos; su significacion geo-
métrica del espacio estd desarrollada.

Ademas, se continua sosteniendo la ensefanza con el
empleo de modelos y aparatos apropiados: tableros de
charnelas figurando los planos de proyeccion de la geome-
tria descriptiva, modelos que muestran la perspectiva de
un cuerpo, lamparas para producir las sombras con luz
paralela o convergente.

Para dar a conocer hasta dénde puede ir la ensefianza
de la geometria descriptiva, reproduzco a continuacién el
programa propuesto por Hildebrandt para las Escuelas
reales superiores, haciendo observar que es el programa
mds extenso que ha sido publicado.

« Representacion del punto, de la recta y del plano en
proyeccion ortogonal. Representacion de sélidos con sus
secciones planas. Interseccion de sélidos. Proyecciéon axo-
nomeétrica.

« Construccién de sombras. La elipse como sombra del
circulo (teorema de Dandelin para el cilindro); sus pro-
piedades proyectivas.

« Perspectiva. Las cénicas como proyecciones centrales
del circulo (teorema de Dandelin para el cono); sus pro-
piedades proyectivas.

« Las superficies de segundo orden en proyeccién orto-
gonal ».
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En este desarrollo sistemdatico es donde se hace la
demostracion matematica de las reglas empiricas que han
servido, al empezar el curso, para construir las perspec-
tivas paralelas de los sélidos geométricos.

En esta ensefianza de la geometria descriptiva se res-
tringe en lo posible la exposicion de las relaciones abs-
tractas entre los puntos, las rectas y los planos, en pro-
vecho de la representacion de los cuerpos concretos. Con
frecuencia no se abordan problemas abstractos sino sirven
para resolver cuestiones concretas y & estas referidas.

Este método de estudio es muy interesante y muy pro-
vechoso para los alumnos; dando & los principios abstruc-
tos un apoyo real, se facilita mucho la ensefianza vy se
retienen los conocimientos. En fin, se evita asi el defecto
que aparece tan netamente en nuestros programas fran-
ceses en los cuales el estudio de los métodos y de los
problemas abstractos estid tan desarrollado que no queda
tiempo para ocuparse de las aplicaciones ().

Entre las particularidades de la ensefianza de la geo-
metria descriptiva en Alemania, he observado {recuente-
mente que los dibujos del curso tedrico son ejecutados
sobre el papel de la lamina al mismo tiempo que el
profesor los explica en el pizarron. Los alumnos no toman
apuntes, pues tienen un texto, y los dibujos correctamente,
dibujados les son m#s provechosos que los croquis hechos
4 pulso en un cuaderno; la ejecucién practica marcha
asi paralelamente con la explicacion tedrica.

Agrego, en fin, qne se hace un empleo frecuente de
los colores para hacer mas legibles los dibujos.

(1) Comparese a este respecto nuestros tratados de geometria descriptiva y el
de los profesores Miiller y Presler.



224 Anales de la Universidad

X1
LA ENSENANZA DE LA TRIGONOMETRIA

La exposicion que en Alemania se hace de la Trigo-
nometria difiere, notablemente de la adoptada en Francia.
Esas diferencias, de las cuales resultan ventajas ¢ incon-
venientes, son interesantes, pues ellas se relacionan es-
trechamente 4 los dos métodos de ensefianza heuristica y
didactica que respectivamente predominan en cada pais.

« La trigonometria, dicen los comentarios de los pro-
gramas prusianos, debers tratarse al principio por los mé-
todos intuitivos, es decir geométricos; para llegar lo mas
pronto posible al calculo de los tridngulos, s6lo se ense-
niaran al principio las férmulas mas indispensables».

De acuerdo con esas prescripciones, la trigonometria
esta dividida en dos grados sucesivos:

1.0 Parte geométrica: funciones trigonométricas, de los
angulos agudos y obtusos, resolucién de los tridngulos;

2.0 Parte analitica: medida de los arcos, funciones cir-
culares, formulas de adicién de los arcos.

Este desarrollo de la trigonometria es precisamente el
que se seguia en nuestra anterior ensefianza moderna
(Francia): nuestros nuevos programas prescriben, al con-
trario, la marcha inversa y colocan el estudio analitico de
las funciones circulares antes de la resolucién de los trian-
gulos.

De esta diferencia de coordinacién resultan consecuen-
cias importantes.

Las diferencias aparecen desde el punto de partida. En
nuestra ensefianza las funciones cireulares son definidas
a partir del circulo trigonométrico, como numeros liga-
dos a los diversos arcos, y sin que su empleo en el cal-
culo de los tridngulos aparezca inmediatamente: la razon
de su creacién, su utilidad, quedan, pues, al principio
ocultas, y la trigonometria empieza por una estructura
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de apariencia artificial. En Alemania la definicién de las
funciones trigonométricas esta relacionada a la semejanza
de los tridngulos, y al principio esas funciones son las re-
laciones de los lados del tridngulo rectangulo. Las venta-
jas inmediatas de esta manera de proceder estin en ir
asi a la fuente de las nociones trigonométricas y en que
se aprende a resolver los tridngulos rectingulos desde la
primera leccion de trigonometria. Ademas, las funciones
trigonométricas son asi presentadas como numeros abs-
tractos, razones de longitudes, mientras que la definiciéon
por el circulo trigonométrico puede hacerlas aparecer como
segmentos.

Es después solamente, estudiando las variaciones de las
funciones trigonométricas y manteniendo constante (pero
no necesariamente igual a 1) el denorninador de las ra-
zones a estudiar, que se viene, de una manera completa-
mente natural, a hablar del circulo trigonométrico.

La definicion de las funciones trigonométricas para los
angulos obtusos se hace, o bien prolongando en el segundo
cuadrante del circulo las definiciones adquiridas en el
primero, o bien, lo que mantiene mejor la unidad del mé*
todo, aceptando convencionalmente las férmulas estableci-
das para los triangulos agudos como valederas para los
triangulos que tienen un angulo obtuso.

Esta ensefianza de los primeros elementos de la trigo-
nometria me parece excelente, con tal que no se la quiera
prolongar, como se hace con frecuencia, hasta férmulas
cuya demostracion geométrica es demasiado artificial (!’
y que no tienen mdis que el mediocre interés de permitir
el calculo por logaritmos. No hay inconveniente en no
establecer esas férmulas sino después de la adicién de
las funciones circulares.

La segunda parte de la trigonometria, el estudio gene-
ral de las funciones circulares, tiene por base la nocion

tg Yy (A—B)  tx 1y (A4B)
a—b - a+b

(1) Tal es la formula:
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ya adquirida del circulo trigonométrico, que permite ex-
tender para todos los valores del arco las definiciones de
las funciones trigonométricas dadas para los dos primeros
cuadrantes. El hecho de que en Alemania la teoria de los
numeros posifivos y negativos estd establecida sobre bases
poco seguras es causa de que esa extension con frecuen-
cia se hace de una manera muy indecisa y que se presta
mucho a objeciones.

Es quizd también el manejo incierto de los numeros
afectados de signos que conduce a establecer las férmu-
las de adicién de las funciones circulares sin emplear el
teorema de las proyecciones. Esas formulas se estable-
cen geométricamente so6lo para los arcos del primer cua-
drante: se demuestra en seguida, o mds bien casi siem-
pre se admite, que esas férmulas sean constantemente
aplicables.

En apoyo de esta manera de proceder puede decirse
que es mas natural, que resulta mAas espontinea de la
investigacién, y que asi se presta mejor al método heuw
ristico de la ensefianza alemana. La demostracién por el
teorema de las proyecciones es una obra de elaboracion,
de sistematizacion, 4 la cual conviene mas bien la ense-
nanza didactica de nuestras clases.

Pero, por otra parte, el teorema de las proyecciones se
ha hecho el instrumento de un método que es de un
empleo frecuente, que es tan simple y tan seguro, cuando
se le posee bien que de un golpe da demostraciones tan
generales, que resultan inconvenientes mayores si se lo
deja ignorar a los alumnos. Es, por ejemplo, una conse-
cuencia de esta ignorancia que, en la enseilanza de la
geometria analitica, muchas férmulas sélo estin estable-
cidas para casos particulares, mientras que se admite
su validez general.

La trigonometria plana es, en fin, seguida de la trigo-
nometria esférica. No se hace de ella un estudio deta-
llado, sino que se establecen solamente las férmulas ne-
cesarias para la inteligencia de la. cosmografia, lo que
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no exige mas de dos ¢ tres horas de ensefianza, si se
renuncia 4 ponerlas siempre bajo forma calculable por
logaritmos. La cosmografia se liga asi estrechamente &
la trigonometria que es para aquélla un util de primera

necesidad.

XI1II
LA ENSENANZA DE LA COSMOGRAFIiA

La tradicion, que ha colocado la cosmografia entre las
ciencias matematicas y la ha hecho ensefiar por los ma-
tematicos, no ha dejado de ejercer una influencia enojosa
sobre su ensefianza. Debido a ella es que esta ciencia de
observacion ha quedado separada del movimiento que ha
fundado sobre la experiencia o la observacion la ense-
nanza de las ciencias fisicas y naturales.

Resulta que la ensefianza elemental de la cosmografia
ha quedado profundamente dogmadtica; esa ensefianza da
a conocer resultados y leyes sin mostrar cémo se estable-
cen, ni siquiera verificarlas. La tradicién matemadtica hace
desconocer completamente el cardcter de ciencia fisica
que pertenece a la cosmografia.

En Alemania, lo mismo que en Francia, a la cosmogra-
fia le falta la base que le darian las observaciones hechas
delante de los alumnos, y, lo que seria mejor todavia,
por los mismos alumnos. Sin embargo, la posesion de la
trigonometria esférica permite en Alemania hacer conocer
los métodos astrondmicos usuales y desarrollar los calculos
tales como se hacen en la realidad. Los tratados de cos-
mografia franceses, por lo contrario, no pueden, por falta
de la trigonometria esférica, mostrar como se estudia los
movimientos de las estrellas, del sol, de los planetas, como
se determina practicamente la longitud y la latitud en el
mar, etc.

Los calculos de la cosmografia se encuentran entre las
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aplicaciones mas interesantes de la trigonometria plana
y esférica. Cada vez mas se va dando mayor importancia
a los problemas que se presentan en la navegacion, desde
que, en la opinién alemana, crece el interés por las cosas
del comercio maritimo.

X1V

LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA ANALITICA Y LA GEOMETRIA
«MODERNA» O PROYECTIVA

La ensefianza de la geometria termina en las clases su-
periores de los tres tipos de escuelas secundarias por el
estudio de los elementos de la geometria analitica y de
la geometria proyectiva; pero en ninguno de ellos es pro-
posito dar de ellas una ensefianza sistematica y completa.
En los gimnasios se trata principalmente de iniciar a los
alumnos en el manejo de las coordenadas. Aun en las
Escuelas reales lo que el programa llama geometria ana-
litica del plano no comprende generalmente mas que el
estudio de la linea recta, del circulo y de las cdnicas so-
bre las ecuaciones reducidas.

Un rasgo caracteristico del método aleman es que el
punto de partida es siempre concreto. -Asi, en lugar de
partir de la ecuacion general de segundo grado para lle-
gar en ultimo término solamente & las definiciones geo-
métricas de los tres géneros de conicas, se deduce mas
bien de esas definiciones las ecuaciones reducidas de las
conicas y se busca, por medio de esta representacién ana-
litica, las propiedades principales de esas curvas. Después
la transformacion de coordenadas permite encontrar su
ecuacion en un sistema cualquiera de ejes y se demues-
tra entonces que la ecuacion general de segundo grado
no define mas que conicas.

El plan de estudios de las Escuelas reales superiores
da la facultad de extender & voluntad el curso de geo-



Anales de la Universidad 229

metria, llevando mas adelante la geometria analitica, 6
la proyectiva, 6 la deseriptiva. En algunas escuelas se
trata asi, con el espiritu que acabo de indicar, la geo
metria analitica del espacio: recta, plano, superficies de
segundo orden sobre las ecuaciones reducidas.

Sin embargo, muchos profesores muestran una gran
reserva respecto de la geometria analitica que, de hecho,
no toma gran extension en la ensefianza. Las lineas si-
guientes del profesor Max Simén caracterizan muy neta-
mente este estado de dnimo:

« La mayor parte de los alumnos llegan dificilmente a
comprender ficilmente la geometria analitica ; sin duda
se les podra adiestrar en establecer toda clase de ecua-
ciones y en transformarlas por el cilculo; pero los jove:
nes de 18 afios no comprenden en general las ideas fun-
damentales muy abstractas de la geometria analitica, que
aun un genio como Descartes no pudo llegar 4 exponerla
claramente ».

Asi es que, con frecuencia se prefiere al desarrollo mas
completo de la geometria analitica el estudio de los mé-
todos y de las figuras de la geometria proyectiva, razon
anarménica, divisiones y haces armoénicos, divisiones y
haces en involucién, teoria proyectiva de las cénicas.

A causa del apoyo que esas teorias dan 4 la geometria
descriptiva, este estudio estd& particularmente en favor y
en concepto de los que se han esforzado en aumentar,
de la manera que hemos visto, la parte del dibujo en
geometria.

Xv
LOS TEXTOS: SU EMPLEO Y SU ELECCION
Una de las consecuencias del empleo del método heu-

ristico en Alemania es el reconocimiento de la utilidad
de los textos como base y sintesis de la ensefianza oral.
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Una circular de 1833 ha llegado a establecer como obli-
gatorio el uso de textos para toda la ensefianza mate-
matica.

Sin embargo, aunque esa disposicion no ha sido dero-
gada, ya no se siguen rigurosamente sus prescripciones;
principalmente en las clases superiores. El profesor Redit,
decia en 1886:

« La redaccion en clase de notas extensas, o aun el dic-
tado del curso hecho por el profesor, antes de uso fre-
cuente, exigen de los alumnos una comprension totalmente
exacta, y hacen perder tanto tiempo, que con razén han
sido completamente desechados y aun probibidos. »

He podido comprobar que el uso de los textos ha lle-
gado a ser habitual en las clases alemanas, y s6lo he
visto muy excepcionalmente (tres o cuatro veces) a los
alumnos tomar por escrito las lecciones del curso.

Al mismo tiempo que sirve de base al curso, el texto
asegura la continuidad de la ensefnanza en las clases su-
cesivas. Kl alumno conserva durante todo el curso de sus
estudios el mismo tratado de geometria o de fisica, la
misma coleccion de ejercicios.

Los textos no son, por lo tanto, escogidos solamente
por el profesor. Es la Fockh Konferenz, la asamblea de los
profesores del establecimiento, la que determina los tex-
tos que en ¢l deben emplearse. La lista de esos textos
se encuentra en el anuario de cada escuela.

Agrego que la eleccion de texto no es enteramente libre
para la asamblea de profesores; esa eleccion debe hacerse
sobre una lista aprobada por el consejo escolar provincial.
La inscripcién de un nuevo libro en la lista oficial sdlo
puede obtenerse a solicitud de cuatro escuelas secundarias
de la provincia.

En fin, cuando la asamblea de profesores ha escogido
una obra, no puede elegir otra sino después de cierto
tiempo, en Baviera después de cinco aifios.
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XVI
1.0S EJERCICIOS DEL METODO HEURISTICO

El estudio de los ejercicios hechos en clase y de los
deberes se relaciona naturalmente al método de ense-
fianza, sobre todo cuando se trata del heuristico, el cual
puede decirse que en parte consiste en desarrollar la en-
seflanza partiendo de los ejercicios.

Es muy cierto, en efecto, que razonablemente no se
puede ensayar el hacer descubrir a los alumnos las ex-
posiciones sintéticas tales como habitualmente se encuen.
tran en nuestros textos. Un alumno a quien se pidiera
resolver la ecuacion general

ax?24+bx4+c=0

no encontraria nada absolutamente,
Otra cosa seria si se le hiciera resolver sucesivamente
las ecuaciones

x?2=4;(x—1)2=4;x2—2x -1
x2 —2x=3 venfin x2 —2x — 3

4
0

i

Il

Si entonces se le hace volver; sobre la serie de los
ejemplos para que se penetre del espiritu del método, no
tendra ninguna dificultad para aplicarlo a otros ejemplos
numeéricos :

x?7—6x4+8=0; xX?—2mx 4+ 3=90

y finalmente a la ecuacién general de segundo grado.
Los ejercicios asi empleados no son ejercicios de apli-
cacion, sino ejercicios de descubrimiento; constituyen una
aplicacion del método inductivo a las matemaéticas.
Puede asi suceder que un teorema clasico sélo sea es-
tablecido cuando se le necesita para resolver un ejerci-
cio particular.
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He visto, por ejemplo, en una escuela industrial de Ba-
viera interrumpir la resolucién del problema:

« Kneontrar la duraciéon de las pequeiias oscilaciones de
un disco circular de radio r, que gira alrededor de un
eje A paralelo a su eje de revoluciéon», para demostrar
el siguiente teorema:

«El momento de inercia de un cuerpo con relacion a
un eje cualquiera es igual a su momento de inercia con
relacion al eje paralelo trazado por el centro de grave-
dad, aumentado del producto de la masa total por el cua
drado de la distancia de los dos ejes».

De esta manera, el enunciado clasico no es obtenido &
lo imprevisto ¥y sin que se sepa para que sirve;la ense-
fianza no es abstracta, tiene su base en la realidad. Evi-
dentemente es preciso tener cuidado de que los teorsmas
fundamentales no dejen de aparecer encadenados y que
los ejercicios auxiliares no ahoguen la teoria general; es
necesario saber hacer caer el andamiaje para mostrar el
edificio construido. Es en esa parte de la enseflanza que
el texto puede auxiliar poderosamente y que su rol es
considerable: el libro debe hacer la sintesis de la ense-
fianza oral.

La misma tendencia conduce a transformar los enun-
ciados de teoremas en problemas. En lugar de:

Si por un punto A se trazan dos rectas AB y AC pa-
ralelas a un plano P, el plano BA C es paralelo al plano
P, se dice mas bien:

Trazar por un punto A un plano paralelo al plano P.

Ciertas ensefianzas son, de este modo, enteramente
desarrolladas por medio de ejercicios. Tal ocurre para el
calculo, la aritmética y el algebra. Me ha sorprendido el
comprobar que, en la mayor parte de los establecimien-
tos, los alumnos no tienen texto de algebra y que sélo se
les da una ensefianza tedrica muy rudimentaria: la. Co-
leccidn de ejercicios es la base de la ensefianza del cilculo
Yy del 4lgebra y se considera suficiente.

Los ejercicios de aplicacion.—Se da 4 los ejercicios una

.
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importancia considerable. En cuanto he podido apreciar
el tiempo que se les consagra, solamente en clase, es el
doble del que se asigna a la ensefianza tedrica; he asis-
tido a clases exclusivamente dedicadas a los ejercicios
de aplicacién. Ningin tema es abandonado antes de que
se haya comprendido perfectamente mediante la ejecu-
cién de numerosos ejercicios de aplicacion.

Asi, la Coleccidn de ejercicios es uno de los libros mas
empleados en Alemania y que constantemente utilizan
los alumnos. Esas colecciones, abundantes en ejercicios
variados, dispuestos en una progresién conveniente, pres-
tan grandes servicios a los profesores y a los alumnos:
a los primeros, por que estin seguros de encontrar los
ejercicios que convienen a la ilustracion de todos los
capitulos de su ensefianza; y a los ultimos por que les
ahorra el tiempo de copiar y los errores consiguientes.

En esas Colecciones de ejercicios aparece también muy
netamente la caracteristica de la ensefianza alemana de
dirigirse a la masa de los alumnos, y, por lo tanto, de
buscar de no poner en juego mas que las cualidades me-
dianas. Los problemas contenidos en esas Colecciones, los
que se resuelven en clase, los que se proponen como de-
beres, son, en efecto, los mds faciles. Tienen por objeto
unico, la asimilacién de la ensefanza tedrica, no exigen
mas que la aplicacion de lo que ha sido ensefiado y no
piden ninguna facultad de invencién. Nuestros buenos
alumnos encontrarian en esas colecciones alemanas pocos
problemas susceptibles de interesarles.

El profesor Reidt explica de una manera muy precisa
el rol que desempefian los ejercicios en la ensefanza
alemana: ,

«El trabajo & domicilio debe consistir, no solamente
en la repeticién de las cuestiones resueltas en la clase,
sino también en la resolucién personal de nuevos pro-
blemas; pero, estos ultimos, deben ser preparados de
modo que todo alumno, que no sea completamente negli-
gente, perciba claramente la marcha que debe seguir

16 M.
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para llegar a la solucién, y que no esté obligado, por
falta de una idea feliz, a acudir a un auxilio extrafio.
La actividad independiente del alumno mediano nunca
debe consistir en el descubrimiento de ideas nuevas y
personales, sino solamente en la aplicacion de lo que ha
aprendido a casos particulares. Deseamos, pues, que el
problema dado como deber no contenga ninguna dificul-
tad que la ensenanza no haya preparado & salvar con
seguridad ». '

Agrega, ademds, el profesor Reidt:

«Los ejercicios propuestos no deben determinarse segun
la capacidad de los mejores alumnos de la clase, sino de
acuerdo con la capacidad de los méas débiles. Sin em-
bargo, para que el interés de los mejores no decaiga,
puede darse a escoger entre un cierto numero de proble-
mas, de modo que los alumnos mas débiles resuelvan los
mas faciles, y los alumnos mejor dotados resuelvan los
mas dificiles. En todo caso, la tarea dada como deber
debe ser mas bien moderada que considerable ».

Consecuencia de esta manera de concebir el rol de los
ejercicios es la importancia relativamente débil que en
Alemania se da a los deberes escritos.

Con mucha frecuencia el trabajo escrito hecho & domi-
cilio es solamente un complemento del trabajo hecho en
clase. Por ejemplo, se da para terminar un problema em-
pezado, poner en limpio un dibujo ejecutado en clase,
hacer una aplicacién numérica del curso, ete.

Los trabajos verdaderamente desligados de la ense-
flanza, analogos a los «deberes» [ranceses, son menos fre-
cuentes: se dan solamente cada 15 dias, y aun las Con-
sideraciones melddicas, anexas al programa de matematicas,
aconsejan de no exigirlas mas de una vez por mes en
las clases superiores.

«El fin de esos ejercicios, dice Reidt, no es tanto el
de aumentar los conocimientos, o de experimentar la
capacidad del alumno, como de habituarlo a la correc-
cion en la exposicion matemdtica escrita. Para el pro-
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greso de los conocimientos, los ejercicios mucho mas
numerosos y mas variados, hechos en clase 6 4 domicilio,
(se trata aqui de ejercicios muy féciles, complementarios
del trabajo de clase, de los cuales no se exige la redac-
cién ), son de importancia talmente mayor que, al lado
de ellos, los ejercicios redactados («deberes») no tienen
mayor valor. Estos ultimos deben sobre todo tender a
dar la precisién de estilo, la correccién en la escritura
de las formulas y de los cdlculos, la exactitud en la
construccion de las figuras, de una manera general, e]
cuidado de la forma externa del trabajo ».

Por ultimo existe en la ensefianza alemana las Fxfem-
poralien, que son ejercicios hechos en clase, en un tiempo
limitado, bajo la vigilancia del profesor. Son andlogos a
las Composiciones francesas, pero mas frecuentes; como
éstas, sirven para apreciar las capacidades de los alum-
nos, pero no se califican.

La relacion que los ejercicios tienen con la ensefianza
oral, la indica el profesor Reidt en los siguientes términos:

«No debe olvidarse que la ensefianza oral en matema-
ticas es siempre la mds importante, pues por ella se ob-
tienen los progresos, mientras que los trabajos escritos
sirven solamente para consolidar lo que se ha aprendido,
para ejercitar en el uso de una forma correcta, y para
contralorear los conocimientos adquiridos: esos trabajos
nunca deben tomar demasiada extension en detrimento
de la ensefianza oral».

XVII

1L.AS RELACIONES DE LAS ENSENANZAS DE LAS MATEMATICAS
Y DE LA FISICA

En Prusia los profesores de las escuelas secundarias,
en la parte cientifica de su examen de ingreso al profe-
sorado, deben demostrar su capacidad para enseiiar en
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tres drdenes diferentes de conocimientos, los cuales deben
ser agrupados segun ciertas reglas bastante flexibles. En
lo que se refiere a las matemdaticas y a la fisica, los agru-
pamientos admitidos son: 1.0 matematicas puras y fisica,
con una tercera ciencia cualquiera, por ejemplo las ma-
tematicas aplicadas, o la quimica, o la botdnica, ete.; 2.0
fisica y quimica, con una tercera ciencia, botdnica, zoolo-
gia, geografia, etc. Agrego que el preferido es el primero
de los grupos, en razén de que las matemdticas y la fisica
ocupan en las escuelas secundarias mucho mayor lugar
que la fisica y la quimica.

Resulta, pues, que en Prusia, un profesor no esta auto-
rizado para enseinar las matemaéticas, si al mismo tiempo
no lo estd para ensefar la fisica.

Por consiguiente, las matemaéaticas y la fisica son con
frecuencia ensefiadas en la misma clase por el mismo
profesor, de modo que la cuestién se plantea sobre las
relaciones que deben existir entre las dos clases de en-
senanza. (

Ya he dicho que esas relaciones parecen antes haber
sido establecidas en favor de las matemaiticas y que los
métodos y hasta el formulismo matematico habian con
frecuencia alterado y desnaturalizado el pensamiento fi-
sico.

Una intensa reaccion se ha iniciado hace alrededor de
15 afios (1), al mismo tiempo que se producia el movi-
miento de las mateméaticas hacia las aplicaciones, a que
ya me he referido. Han sido propuestas soluciones ex-
tremas: la separacion absoluta y aun la subordinacion
de las matematicas de modo que sean ciencias auxiliares
de la fisica. A mi parecer la opinién que actualmente se
desprende de la experiencia y de la discusiéon es la si-
guiente: )

La ensefianza de las matematicas y de la fisica por
el mismo profesor tiene desde luego, fuera de toda union

(1) 1890,
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mas intima, la ventaja de toda concentracién de la en-

genanza: el profesor, viendo con mas frecuencia los mis-
mos alumnos, los conoce mejor, tiene sobre ellos mayor
influencia y dirige con méas eficacia sus estudios.

Pero hay todavia otras ventajas referentes 4 las rela-
ciones de ambas ciencias. La fisica y las matemaéticas
se penetran en muchos puntos y pueden prestarse mutuo
auxilio: algunas de las mas importantes nociones de ma-
tematicas, aproximacion, funeién, representacion grafica,
derivada, integral, tienen su origen y sus mads intere-
santes aplicaciones en el estudio de los fenémenos fisicos;
por otra parte, esas nociones hacen de las matematicas
el auxiliar indispensable de la fisica.

Es necesario, ademas, que en esta uniéon de las ense-
narzas de la fisica y de las matematicas, cada una de
esas ciencias conserve su caracter, su objeto y sus mé-
todos propios.

No hay, por lo tanto, porque exagerar la importancia
de esas cuestiones de principio: en la practica de la
ensefianza alemana, el auxilio reciproco que se prestan
las matematicas y la fisica, consiste sobre todo en que,
por una parte la fisica ofrece para las matematicas la
ocasion de aplicaciones que las aproximan de la realidad,
y en que por otra parte, la resolucién en las clases de
matematicas de los ejercicios de fisica que exigen des-
arrollos materiales un poco extensos, deja en las clases
de fisica mas tiempo para la difusion del pensamiento
fisico.

Estas razones explican cémo la unién de las enseian-
zas de la fisica y de las matematicas, que en Alemania
remonta a la época en que se introdujo la fisica en las
escuelas secundarias, y que ha experimentado favorable-
mente la prueba del tiempo, se haya hecho mas extensa
aun por el movimiento de las matematicas hacia las apli-
caciones que se ha producido desde 1890. Los programas
prusianos de 1901 aconsejan esta unién, sobre todo en los
Gimnasios; la he visto funcionar en las tres clases de
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establecimientos y los profesores a quienes he hablado
me han permitido muy frecuentemente comprobar el pro-
vecho mutuo que obtenian por la unién de ambas ense-
fanzas.

XVIII
CONCLUSIONES A QUE LLEGA EL PROFESOR MAROTTE

La mayor parte de lo que va expuesto sobre la ense-
nanza matematica en las escuelas secundarias de Alema-
nia, lo he extractado del interesante informe del profesor
Marotte, publicado en 1905 con el titulo L’enseignement
des sciences mathematiques et physigues dans I’enseignement
secondaire des gargons en Allemagne. Veamos ahora cémo
expresa su opinion el distinguido profesor apreciando sin-
téticamente la ensefianza matemética alemana.

«Podemos ahora apreciar en su conjunto el método y el
régimen de la ensefianza alemana, ver cudl es su accién
sobre la masa y sobre los mejores alumnos, buscar en
qué medida pone en juego su iniciativa y qué clase de
formacién les da.

Una primera observacién muy importante, y que ya he
tenido ocasion de expresar, es que el trabajo en clase
tiene un rol mucho mas importante que el trabajo a do-
micilio. Desde luego el tiempo consagrado a la clase es
mayor en Alemania que en Francia. Ademas el trabajo
en clase debe no solamente hacer comprender las nocio-
nes nuevas sino producir su asimilacion: es en clase que
los conocimientos se adquieren, bajo la direccién del pro-
fesor, cuya accién personal se hace sentir constantemente.
El trabajo hecho aisladamente por el alumno en su casa
es considerado como de importancia secundaria, como un
simple complemento del trabajo de la clase.

La ventaja de esta manera de proceder, es que asi to-
dos los alumnos marchan a la pary que la ensefianza se
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dirige a la masa de los alumnos. Bajo la tutela del pro-
fesor que, no solamenfe les expone la ciencia, sino que
les ensefia como se aprende y por decirlo asi, les mastica
el trabajo, el alumno menos inteligente saca gran prove-
cho de la ensefianza.

Pero, por otra parte, no es dudoso que la parte atri-
buida a la iniciativa, al trabajo personal, es menor en la
ensefianza alemana que en la ensefianza francesa. El mé-
todo heuristico tiene, sobre el método didactico, la ven-
taja de dejar al alumno su actividad y una cierta parte
de iniciativa, pero éstas so6lo se ejercen en la via mar-
cada por el profesor. El profesor ensefia como se hace la
investigacion, pero es él quien tiene la brujula y el plano
del terreno que debe explorarse y da a cada instante la
direccién. El esfuerzo personal no falta ciertamente al
alumno, las respuestas a las cuestiones propuestas lo prue-
ban; pero este esfuerzo no puede compararse al que tie-
nen que hacer nuestros alumnos para resolver los ejerci-
cios que les proponemos como deberes.

Por consiguiente, el desarrollo de las cualidades que
crean en el alumno aislado la personalidad y la inde-
pendencia, que distinguen tal alumno de una clase de su
vecino, no es favorecido por la ensefianza alemana. No
se da & los alumnos el conocimiento del método cienti-
fico y la aptitud para manejarlo, sino algo como un traje
de uniforme confortable, cémodo y util, pero que poco
tiene en cuenta las cualidades individuales. La ensenanza
alemana forma mds bien unidades que individuos.

En resumen, y concretando mis impresiones sobre la
ensefianza alemana, encuentro excelente el trabajo en la
clase. Esta organizacion del frabajo en comiin del método
heuristico, en el cual se conserva la actividad del alumno,
se tiene en cuenta su libertad, se asegura su participa-
cién efectiva en la enseflanza, en la cual, ademas, es
colaborador del profesor, quien, mediante el cambio de
ideas, hace un contralor permanente, me parece el mejor
método de ensefianza elemental.
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Pero, creo que si bien el profesor aleman ensefia el
método de investigacion, no lo hace aplicar en un tra-
bajo bastante independiente. El trabajo individual per-
manece demasiado descuidado en Alemania.

Sin dejar de aconsejar el empleo del método heuris-
tico, deseo que nada se cambie en nuestro régimen de
ensefianza. Por lo contrario, desearia que la importancia
que se da al trabajo libre y espontineo se aumente, y
que el numero de horas de clase se disminuya. »

XIX

LA ASOCIACION DE LOS NATURALISTAS Y MEDICOS ALEMA-
NES. — SU ACCION EN LAS REFORMAS DE LA ENSENANZA
SECUNDARIA ALEMANA.

Esta Sociedad que cuenta con unos 700 socios, goza de
gran prestigio en el profesorado aleman: en 1905 tuvo
su 77.a reunion en la pequefia ciudad de Meran, en la que
al mismo tiempo realizaba su reunién anual el Congreso
de matemadticos alemanes.

La Asociacién de naturalistas y médicos alemanes, por
medio de su comision de ensefianza, ha tomado una parte
muy activa en el estudio de las cuestiones de ensenanza
secundaria, y tratindose de reformas de planes y progra-
mas de estudio no pueden dejar de tenerse en cuenta las
llamadas declaraciones de Meran, que fueron aprobadas en
el Congreso arriba mencionado.

Esas declaraciones fueron propuestas por una comision
que el Congreso anterior habia designado para estudiar
y tratar de realizar los proyectos de reforma de la ense-
fianza cientifica de las escuelas secundarias de acuerdo
con las necesidades de la época y las exigencias de los
estudios superiores.

El profesor Guztmer presenté un informe de conjunto
sobre los trabajos de la Comision, en el cual expreso las
ideas directrices a que llegé la Comision después de es-
tudiar y discutir los diversos informes parciales. El in-
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forme del profesor Guztmer tenia anexos tres informes:
uno sobre enseiianza de las matemdticas, redactado por el
profesor Klein, otro sobre la ensefianza de la fisica, del
profesor Poske, y el tercero sobre la ensefianza de la gui-
mica y de las ciencias bioldgicas, del profesor Fricke.

En resumen, las conclusiones que propuso la Comisién
de ensefianza a la Asociacion de naturalistas y médicos
alemanes, y que ésta aprobd, fueron las siguientes:

1.0 La Comision estima, que es deseable que las escuelas
secundarias superiores no den exclusivamente una cultura his-
tdrica y liferaria o una cultura cientifica.

2.0 Reconoce las ciencias matemdticas y naturales como equi-
valentes a las lenguas, por lo que se refiere a los medios propios
para desarrollar la cultura general, y ella mantiene firme el
principio de la cultura general especifica.

3.0 Estima que es necesario que los mismos derechos sean
conferidos después de los exdmenes finales de las diversas
escuelas secundarias, (gimnasios, gimnasios reales, escuelas
reales ).

De los tres informes anexos al informe general, el que
interesa al fin del presente libro es el siguiente, del ilustre
profesor Klein, de notoria autoridad en Europa, digno pre-
sidente de la Comusidn internacional de ensefianza de las
matemdticas.

LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN LOS ESTABLECI-
MIENTOS SECUNDARIOS DE 9 CLASES

(Extracto del informe de la Comision de Enseiianza de
la Sociedad de naturalistas y médicos alemanes).

Los estudios matematicos en los establecimientos secun-
darios y superiores requieren una cierta adaptaciéon al fin
moderno de la escuela: la dificultad de obtener esa adap-
tacion estriba mas en el peso de la tradicién de varios
siglos que en las circunstancias exteriores.

El principio de esta adaptacion no es dudoso; resulta
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netamente de las observaciones metédicas de los progra-
mas prusianos de 1901: tiende de una parte (como en
las demds ramas) a adaptar la ensefianza, mds que en el
pasado, a la marcha natural del desarrollo intelectual; a
colocar los nuevos conocimientos en relaciéon organica con
la ciencia actual; en fin, a hacer cada vez mds consciente
la coordinacion de la ciencia en siy con las otras ramas
de la escuela, de grado en grado. Ademas se tratara, sin
dejar de reconocer el valor educativo de las matematicas,
de renunciar a todos los conocimientos especiales y prac-
ticamente inutiles; y en cambio desarrollar lo mds posible
la facultad de observacién matematica en el mundo de los
fenémenos.

De aqui se desprenden dos fines principales: e/ desarrollo
de la intuicidn del espacio, por una parte, y la idea de jfun-
cign, por la otra.

No se ocasiona ninglin perjuicio a la educacion légica
por el fin seialado a la ensefianza matematica, y aun
puede decirse que ese fin gana por el desarrollo reforzado,
en la direccidon indicada de la ensefianza matematica, por
el hecho de que las matematicas se ponen en relacién mds
estrecha con el dominio que interesa al alumno, y en el
en el cual deberan ejercerse sus capacidades légicas.

Tal es el principio: de acuerdo con él proponemos un
proyecto de programa para los Gimnasios.

Hacemos notar de antemano los puntos siguientes:

1. El hecho de que nuestro programa tiene en cuenta,
en mayor medida que el precedente, puntos de vista ge-
nerales ya citades, y desecha para éste una cierta cantidad
de material poco util: trae un aligeramiento sensible para
la mayor parte de los alumnos, sobre todo alejando las
nociones cuya introduccion prematura despierta dudas en
muchos de ellos sobre su éxito en el estudio de las ma-
tematicas. Se dejan de lado todas las particularidades cuyo
empleo inteligente supone una cierta rutina, tanto en el do-
minio de las transformaciones analiticas como en el de las
construcciones geométricas. Por otra parte las concepciones
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abstractas y las demostraciones que con tanta frecuencia
son incomprensibles para el principiante, son llevadas a
los grados superiores. Esto no perjudicara la seguridad en
la aplicacién de los conocimientos adquiridos o a la logica
del pensamiento matemadtico. De este punto de vista e/
arte del maestro, del cual no queremos restringir la ini-
ciativa por prescripciones especiales, es de limitarse a lo
que se puede exigir sin caer en la exageracion.

2.0 Recomendamos expresamente una granr libcriad del
maestro, para lo que es de eleccion particular, la presen-
tacion metodica, la reparticion del trabajo, etec., (bien en-
tendido en el cuadro del programa general). En nuestro
proyecto subordinamos a esta libertad un punto particular-
mente importante sobre el cual las opiniones de los intere-
sados no resultan bastante claras. Proponemos en nuestro
proyecto (como una consecuencia de nuestro principio ge-
neral) que se lleve la ensefianza en la 1.2 del Gimnasio,
hasta el umbral del Calculo Infinitesimal, pero nada es-
pecial hemos fijado sobre la forma de esta ensefianza. Una
vez que se haya hecho la experiencia en diversos estable-
cimientos podra decidirse, con mas' certeza, como mejor
pueda realizarse ese proposito.

3.0 Como objeto final, la enseflanza mateméatica en pri-
mera (ultimo afno), comprende, en suma, los tres puntos
siguientes :

Un golpe de vista sobre la afinidad de los temas mate-
maticos tratados en la Escuela;

Cierta aptitud para la concepcion matemadatica, y su
empleo en la resolucion de problemas particulares.

En fin, y sobre todo, la penetracion de la importancia
de las matematicas para el conocimiento exacto de la
naturaleza.

De esta manera el alumno adquiere conocimientos ma-
tematicos, no solamente preciosos por si mismos, sino que
forman al mismo tiempo una base practica para todos
aquellos a quienes son necesarios para su carrera parti-

“cular. La discontinuidad que aparece con frecuencia cuando
se pasa a los estudios superiores desaparece de hecho.
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4.0 Del punto de vista de la organizacion, emitimos el
voto de que se derogue la reduccion a 3 horas semanales
solamente de la ensefianza matemaditica en las dos ferceras
clases del Gimnasio (4.0 y b.c afios), que fué adoptada
para asegurar mas tiempo al Griego, reduccion considerada
desfavorable por todos los maestros. kr fodas las clases
del Gimnasio deberd asignarse 4 horas semanales a las ma-
temdticas. .

En Prusia, en las escuelas reales superiores, las horas
siguientes son actualmente asignadas a las matematicas:

VI|{V | VI|IIb | IlIa |IIb|Ia| I | Ia || Total horas
. semanales

Gimnasio real . . . 4 4 4 5 5 5 5 5 5 42

47

Escuela real superior. 5 5

i
1

o
o
o
o
o
o
o

Resulta de este cuadro que en los programas actuales se
persigue, para esas dos clases de escuelas, una enseiianza
matematica mas elevada que en los gimnasios clasicos.

Para las ciencias naturales, en los gimnasios, se dedican
en todas las clases 2 horas semanales, y en los gimnasios
reales y escuelas reales, las horas semanales que indica
el siguiente cuadro:

Ib|Ia Total horas

VI|V [ IV |IIIb | IIla
semanales

IIb|ITa

Gimnasio real . . . 2 2 2 2 2 1 5 5 5 29

Escuefa real. . . . 2 2 2 2 4 6 6 6 6 36

Considerando este hecho, la Comisién, a propuesta de
sus miembros matemdticos, estima en cuanto a los gim-
nasios reales, en los cuales las circunstancias aparecen
especialmente desfavorables al desarrollo reforzado de las
ciencias naturales, que seria preferible renunciar al exce-
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dente de las horas de matemaditicas que se inicia en 3.a
inferior, es decir, ceder desde esa clase una hora a las
ciencias naturales. Tendriamos asi, en el gimnasio real,
para todas sus 9 clases, 4 horas semanales de matemdticas,
como se pide normalmente para el gimnasio, y se apli-
caria a los gimnasios reales el programa de matemaéticas
votado para los gimnasios.

Las ciencias naturales obtendrian en el gimnasio real
casi el mismo numero de horas de que actualmente dis-
ponen en las escuelas reales, es decir:

VI| V | IV | IIIb | IIla | XID|IIa

¢ semanales

Ib | Ia ’ Total horas
I

Gimnasioreal...“2‘2[2| 3‘ 3‘5’6[6{6” 36

+

Las dos escuelas deberan entonces buscar de obtener
este aumento de tiempo acordado a las ciencias naturales
mediante concesiones de otras ramas.

El excedente de horas en la ensefianza de las matema-
ticas solo existiria en las escuelas reales. Segun la opi-
nién undnime de los miembros de la Comisidn, ese exce-
dente de horas debe dedicarse principalmente a dar un
desarrollo mds intenso de la misma materia (maftemdticas)
tratada en los gimnasios; por una parte, los principios ge-
nerales seran puestos en evidencia de una manera par-
ticular, estableciéndolos con mds firmeza, y por otra parte
se concedera mas amplitud a las aplicaciones practicas y
a las cuestiones graficas. Una minoria de la Comision que-
ria limitar este cuadro de trabajo para esas escuelas.
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PROGRAMA DE MATEMATICAS PARA LOS GIMNASIOS PRO-
PUESTO POR LA COMISION DE ENSENANZA DE LA SOCIEDAD
DE NATURALISTAS Y MEDICOS ALEMANES.

A — Grados imperiales

VI. (1. afio)—Operaciones fundamentales de calculos
con enteros, concretos o no, en un dominio limitado—Me-
didas alemanas, pesos y monedas — Ejercicios en notacion
decimal, y en calculos decimales simples, como preparacion
al cédleulo de las fraceiones.

V. (2.0 aiio)—Ejercicios progresivos sobre decimales
concretos, ensanchando el dominio de las medidas espe-
ciales (pesos y monedas de paises extranjeros); medidas
de longitud de diversas especies; problemas simples sobre
adreas y volumenes, indicando la relacion entre volume-
nes y pesos. (En todos los cdlculos es preciso siempre
hacer prever aproximadamente la magnitud de los re-
sultados). — Divisibilidad de los nimeros.— Fracciones or-
dinarias (al principio con niumeros concretos).

Preliminares sobre la estereometria — Introduccién sobre
las nociones fundamentales del espacio, tratando de que el
espacio aparezca principalmente como base de relaciones
planimétricas— Dimensiones del espacio, superficies, li-
neas, puntos, explicadas desde luego por las cosas que nos
rodean, y aplicados a los sdélidos mas comunes y diver-
sos—Figuras planas, consideradas desde luego como Ii-
mites de los cuerpos, después en si mismas, y sobre las
cuales se explicard las nociones de direccién, dngulo, pa-
ralelismo, simetria— Ejercicio con la regla y el compds:
uso continuo del dibujo y ejercicios de medida.

IV. (3. afio )— Célculo—Caleulos con fracciones decima-
les — Célculos abreviados — Reglas de tres, evitando todo
exceso de formas esqueméiticas — Problemas de la vida
usual: casos simples de porcentaje (interés, descuento ) —
Preparacion al Algebra por la exposicion de problemas
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apropiados ya tratados, empleando letras en lugar de
numeros —Significacién de expresiones literales dadas y
calculo de tales expresiones por sustituciones numeéricas —
Relaciones entre las reglas del calculo mental y las del
calculo con paréntesis.

Geomelrin — Estudio de la recta, de los dngulos y de los
triangulos — Desplazamiénto de las figuras; relaciéon entre
los elementos de un tridngulo; casos limites (tridngulos,
rectangulos, isosceles, equilateros — Teoremas simples so-
bre los paraleléogramos, partiendo de su construccion.

III. Inferior (4.0 aiio)— Aritmética— Revisién sistematica
de las reglas fundamentales del célculo por férmulas lite-
rales— Nocion de magnitud relativa, desarrollada sobre
ejemplos practicos y mostrada sobre una recta por la serie
de los nimeros extendida indefinidamente en ambos sen-
tidos — Reglas para las magnitudes relativas— Series de
ejercicios en el cdlculo de expresiones literales en conexién
con las magnitudes negativas y explicacion constante del
caracter funcional de las variaciones de magnitud em-
pleadas — Aplicacién a las ecuaciones y problemas de 1.er
grado con una incégnita — Diferencia entre identidad y
ecuacion.

Geomelria — Continuacion del estudio del paralelégramo
y trapecio — Teoremas fundamentales sobre el circulo —
Consideracién de la influencia ejercida sobre el caracter
general de una figura por los cambios de magnitud y de
posicién de sus elementos — Aplicacién constante a cons-
trucciones, con exclusién de los problemas solubles sola-
mente por artificios.

I1I. Superior (5.0 ajio)— Aritmética — Complementos y
desarrollos sobre el cdlculo literal, en particular descom-
posicion de polinomios — Propiedades de las proporcio-
nes — Ecuaciones puras y problemas de l.er grado con
una o con varias incoégnitas—Dependencia de la expre-
sién de una magnitud con relacién a una variable que
ella encierra— Representaciéon grafica de funciones linea-
les y su empleo en la resolucién de ecuaciones.
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Geometria — Comparacion de las dreas y su calculo en
relacion con figuras limitadas por rectas complicadas: cal-
culo aproximado para superficies limitadas por curvas—
Repeticién de los calculos de volumen de la V—Pro-
blemas.

II. Inferior (6.0 ao ) — Algebra — Potencias y raices —
Ecuaciones y problemas de 2.0 grado con una incognita—
Relaciones entre los cocficientes y las raices — Variacio-
nes del trinomio de 2.0 grado con representaciéon grafica—
Resolucion de problemas de 2.0 grado con una incégnita
por interseccidon de rectas y de parabolas —Consideraciéon
de la representacion grafica como medio de poner en evi-
dencia las relaciones empiricas dadas.

Geomelrin — Semejanza, insistiendo principalmente sobre
la semejanza de posicion — Lineas proporcionales en el
circulo — Calculos de valores aproximados de la circun-
ferencia y del area del eirculo por poligonos — Relaciones
entre los lados y los angulos de un tridngulo, sobre todo
de un tridngulo rectangulo — Investigacién y verificacién
de las tablas de esas relaciones (como preparacion a la
Trigonometria) con trabajos practicos— Uso de la plan-
" cheta.

B — Grados Saperiores

II. Saperior ( 7.0 aiio) — Algebra — Extension de la nocion
de potencia, concepcion de la potencia como magnitud
exponencial, nocién y empleo del logaritmo — Progresiones
aritméticas y geométricas: empleo de las ultimas para el
calculo de interés y rentas (en problemas simples toma-
dos de la realidad ) — Representaciéon grafica de la depen-
dencia del nimero y del logaritmo — Regla de calculo —
Resoluciéon de las ecuaciones cuadraticas con dos mcog-
nitas, por el calculo y graficamente.

Geometria — Trigonometria en relacion con las construe-
ciones planimétricas — Aplicacion a los problemas usuales
de la medida de los tridngulos y cuadrildteros — Depen-
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dencia reciproca entre los dngulos y las fracciones por las
formulas goniométricas — Representacion grafica de esas
funciones— Problemas apropiados, construccion y caleculo—
Divisiones y relaciones armonicas y nociones fundamen-
tales destinadas a preparar (como fin de la planimetria)
a la Geometria moderna.

L Inferior (8.0 afio) — Algebra — Estudio razonado de las
funciones, tratadas considerando su crecimiento y decreci-
miento {utilizando eventualmente las nociones de derivada
y de integral ); aplicacion a numerosos ejemplos de Geome-
tria y de Fisica, particularmente en Mecanica — Teoremas
principales, los mas simples del andlisis combinatorio, con
ejemplos.

Geomelrin — Estereotomia teniendo en cuenta las princi-
pales nociones de la proyeccion de una figura — Ejercicios
de dibujo estereométrico — Teoremas simples de la Trigo-
nometria esférica — Geografia matematica, teoria de la
proyeccién de cartas.

1. Saperior (9.0 ajio)— 1.0 Secciones cénicas, tratadas
analiticamente y sintéticamente, con aplicacién a los ele-
mentos de la astronomia.

2.0 Repeticién sobre el conjunto de la enseilanza, o si
fuera posible, se hard resolver problemas més importantes
por medio del cdlculo y graficamente.

3.0 Mirada general retrospectiva, con consideraciones
histéricas y filosoficas.

INFORMACIONES SOBRE EL PROYECTO

l.o En la enseiianza del cdlenlo, en las clases inferiores,
el dominio de los numeros a utilizarse en los ejemplos
debe ser limitado, evitando utilizar nimeros superiores a
100.000. Se dedicara gran cuidado al cdlculo mental. Para
las aplicaciones de las medidas, monedas y pesos, tener
preferencia por las condiciones usuales: los problemas de
la vida corriente deben tratar cuestiones reales y no pro-

17 M.
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blemas ficticios que no ocurran jamas. Con frecuencia la
ensefianza del calculo se transforma en ensenanza especial,
pero nunca debe exceder de la que en general se exige
a un adulto instruido. Por otra parte la ensefianza del
calculo debe ser considerada como preparacién a la arit-
mética y al algebra. Se deberd, pues, tener muy en cuenta
la distincién de los grados y su coordinacién. Igualmente
hay que dar importancia a una notacion a la vez buena
y logica. Esta no debe estar en contradiccion con le que
mas tarde se use en la ensefianza matematica — En cada
establecimiento un matematico influyente o una conferencia
de maestros deberd intervenir en ese sentido.

La enseitanza geoméirica debe ligarse de una manera na-

tural a la intuicién y partir de medidas praecticas. Habra
que evitar cuidadosamente oscurecer por una demostracion
sistematica pedante la comprension de hechos que parecen
evidentes a la intuicién; en vez de demostracion légica
vale mas tratar desde luego de que los alumnos sean cons-
cientes de nociones aceptadas espontineamente por el es-
piritu. Por ejemplo, la igualdad de las figuras se deducira
como consecuencia natural de la construccién que sélo
suministre una sola solucién.
. Las demostraciones indirectas deben evitarse todo lo po-
sible: tratar como evidente la reciproca de las relaciones
demostradas directamente, en tanto que (como es el caso
mas frecuente) ella asi se imponga al espiritu.

En el dibujo la claridad debe favorecerse lo mds posi-
ble (empleo de rayado, de colores); toda complicacion por
hechos secundarios debe evitarse, lo mismo que notaciones
poco conocidas.

En las consideraciones planimétricas, aclarar en lo po-
sible las relaciones con el espacio de tres dimensiones,
utilizando ejemplos tomados principalmente de la realidad.
Se recomienda el empleo de modelos.

2.0 En los grados medios la aritmética es reemplazada
por el algebra, que, en el final de IV se prepara por la
exposicion metédica de toda la ensefianza preliminar del
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cileulo y por la formacién de cierta practica en el empleo
de las letras: debe evitarse todo pedantismo en la expo-
sicién sistemdtica de la aritmética, en la que con frecuen-
cia hay que temer que un circulo vicioso venga a disimu-
lar la demostracion. Por lo contrario, los teoremas del
Algebra teorica deben tratarse como concepcion cientifica
de lo que ya fuertemente se ha presentido. Del mismo
modo la introduccion de los numeros negativos debe par-
tir de ejemplos tomados de la practica; la representacion
de los numeros sobre una recta debe tratarse como repre-
sentacion visual de los conocimientos adquiridos, de modo
que las reglas con las cauntidades relativas se presenten
como generalizaciones naturales de las operaciones sobre
valores absolutos. Deben evitarse todas las operaciones
artificiales, divisiones de polinomios complicados, etc.; por
lo contrario conviene insistir sobre la descomposicion de
los polinomios {extracciones de raices cuadradas como
temas de ejercicio ); para las proporciones no retener mas
que las relaciones elementales, pero dominar la nocién de
proporcionalidad directa e inversa.

De esta manera queda tiempo para dedicarlo a la parte
principal del trabajo: familiarizar al alumno con la idea
de funcion, a la cual ya estard preparado por el estudio
preliminar del Algebra al fin del grado IV, puesto que la
variacion de las expresiones algebraicas, resultantes de la
sustitucion de diferentes valores en las diversas magnitu-
des, se impone por si misma.

El habito de hacer intervenir la idea de funcién debe
también ejercitarse en Geometria, por la consideracion con-
tinua de las modificaciones que la cuestion que se trate
experimente por cambios de longitud y de posicion; por
ejemplo, la variacion de forma de los cuadrilidteros, va-
riacion de posicion relativa de dos circulos, etc. Pero al
mismo tiempo el examen de las relaciones encontradas,
que pueden agruparse segin diversos puntos de vista,
constituyen un excelente medio de educaciéon del pensa-
miento 16gico, del cual se hara uso con la mayor frecuencia
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posible; igualmente por la consideracion de los casos de
transicion y la nocién del limite. Para alcanzar este objeto
debe excluirse del programa actual mas de un punto de
detalle, y solo pasar ligeramente sobre una gran cantidad
de asuntos; en particular, la extensién de los teoremas
establecidos para las relaciones racionales s6lo debe ha-
cerse practicamente al caso de los numeros irracionales,
es decir, indicando la posibilidad de hacer tan pequeiio
como se quiera el error cometido al sustituir numeros irra-
cionales por racionales.

Las construcciones deben desarrollarse solo en relacion
intima con la ensefianza apropiada; en el analisis, conviene
sobre todo velar sobre la marcha de las ideas por las
cuales se llega a la solucidn, es decir, que el analisis debe
ser conducido psicolégicamente; debe también darse gran
importancia al habito del pensamiento funcional (los casos
limites deben discutirse especialmente).

En esa oportunidad, serd ademas necesario ligar las ma-
tematicas a la construccion geométrica, sea por la intro-
duccion de la representacion grafica, sea experimentando
las relaciones reciprocas entre lineas y dngulos.

3.0 Por lo que respecta a los grados o clases superiores
(11 superior, I inferior y I superior) nos limitamos a al-
gunas observaciones.

En la ensenanza de II superior la extensién de la nocién
de potencia, por la introduccién de los exponentes nega-
tivos y fraccionarios, debe realizarse de una manera esen-
cialmente funcional, lo que ofrecera la ocasion directa de
poner en estrecha relacion las progresiones aritméticas y
las geométricas.

En la Trigonometria se dejaran de lado todas las trans-
formaciones artificiales para dejar sitio, por una parte, a
las aplicaciones priacticas, y por la otra, a la concepcion
funcional de los elementos fundamentales.

Se emplearan modelos, terminando la planimetria por
la Trigonometria con auxilio de problemas escogidos de
una manera racional: debe insistirse principalmente sobre
la diferencia entre relaciones de posicién y las de medida.
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En lo referente a la introduccion del cdleulo infinitesimal
en la I inferior, la Comision so6lo la ha considerado como
eventual, no estando todavia definidas las opiniones sobre
la forma de realizar esa introduccién. La Comisién aplaza
la decision sobre este punto, dejandola entretanto a la
consideraciéon de los profesores. Es claro que solo deben
tratarse problemas elementales de diferenciacion y de in-
tegracion,

La introduccién de problemas de fisica, principalmente
de mecanica, no sélo tiene en vista la unién muy deseable
del pensamiento matemadtico v del fisico, sino que tam-
bién permite descargar la ensenanza de la fisica, que sélo
dispone de tiempo limitado.

En la Estereometria, la aplicacion del calculo de las fér-
mulas de los volimenes debe limitarse al provecho de ese
método basado principalmente en la intuicion del espacio,
poniendo de relieve los principios importantes de la Geo-
metria descriptiva. Se recemienda no descuidar los ejer-
cicios de construcciones geométricas simples, en los cuales
se dara importancia a su buena ejecucion grafica.

Se buscard también la oportunidad de tratar nueva-
mente capitulos ya vistos de la planimetria (semejanza,
relaciones armonicas, estableciendo sus principios por un
método estereométrico.

El estudio de las cénicas en I superior debe tener en
cuenta, lo mas posible, el lado analitico, como el sinté-
tico del asunto.

Se recomienda en Geometria sintética mucho dibujo, a
fin de hacer resaltar la relacién de forma entre las céni-
cas y el cono, la dependencia de la posicion del plano
secante, la relacion de posicion de los focos y directri-
ces. Los casos limites merecen también una atencién par-
ticular.

La Geografia matematica (en I inferior) y los elemen-
tos de la Astronomia se ligan a las partes correspondien-
tes de la ensefianza de la Fisica.

En el examen de madurez se reconocera con mas se-
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guaridad el desarrollo mateméatico del alumno, y su influen-
cia sobre su desarrollo mental general, cuando se exija,
en lugar de la resolucion de 4 problemas particulares,
como ahora, por una parte el estudio de un tema gene-
ral, y por la otra el estudio completo ( caleculo y dibujo)
de un problema.

Del mismo modo, en el examen oral habria que dar
mas peso a la inteligencia que a la memoriacién de un
gran ntimero de férmulas. '

XX
ENSENANZA MODERNA DE LAS MATEMATICAS ELEMENTALES

Terminaré lo que se refiere a la ensefianza de las ma-
tematicas en las escuelas secundarias de Alemania, con
la transcripcidén de algunas de las ideas emitidas por di-
versos profesores alemanes en trabajos que presentaron
a la Comisién internacional de ensefianza de las matemé-
tica.

De la gran cantidad de trabajos presentados me limi-
taré a considerar los que mds directamente pueden inte-
resar a nuestros profesores de ensefhanza secundaria: las
ideas que expresan los autores de esos trabajos aclaran
mucho el concepto de los métodos que rigen en la ense-
nanza moderna de las matematicas, no sélo en Alemania,
sino en casi todos los paises europeos.

Los extractos que van a continuacion se publicaron por
L’enseignement mathematique.

LAS ESCUELAS SECUNDARIAS SUPERIORES DE VARONES EN
PRUSIA, POR EL DOCTOR W. LIETZMANN

Esta memoria contiene 204 paginas, y su autor expone
en ella la organizacion actual, interior y exterior, de la
ensefianza matematica en las escuelas secundarias pru-
sianas. El profesor Lietzmann publicé su interesante me-
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moria después de haber visitado los principales estableci-
mientos escolares prusianos, habiendo asistido a las lec-
ciones y obtenido todos los informes necesarios.

El trabajo del doctor Lietzmann estd dividido en tres
partes: La primera trata de la organizacion general de la
ensefianza en las escuelas secundarias saperiores de varones:
la segunda se ocupa de los planes de estudio y de los te-
mas referentes a la ensefianza matematica, y la tercera
de la influencia del movimiento de reforma sobre dos planes
de estudio.

Existen en Prusia tres clases de escuelas secundarias
superiores: los Gimnasios, los Gimnasios reales y las Es-
cuelas reales superiores. Ademas de esos establecimientos
completos, que comprenden nueve clases, existen otros in-
completos que solo tienen las seis primeras clases: los
Pro - gimmasios, los Pro-gimnasios reales y las FEscuelas
reales.

En un resumen histérico el autor indica las transforma-
ciones progresivas que han experimentado las escuelas
prusianas antes de llegar a su estado actual. Notamos so-
lamente un hecho importante: la igualdad de las tres
clases de escuelas en lo que se refiere a los derechos que
acuerdan sus estudios.

El cuadro siguiente permitira comparar el sistema de
clases de las escuelas con el de los otros paises:

Prusia Austria Francia Italia || Estados Unidos
Tres clases pre- Cuatro H Divisién Prepar.* 1.er aiio|| Tres | ter grado | ¢
paratorias clases » » 2.° afio || clases | 20 » E
prepa- Octava clase prepa-fl 3o 5
———F————————i ratorias Séptima clase ratorias,, 1.0 @
i 4. » n 3
. VI 1 5O » ]
’E§ Ig I I2lge » z
@ . @ =, . I %70 g
SZ2| I inferior || S5 11 ||Sexta clase ERCRINT T g o g
& | III superior || @5 III | Quinta » Ez| vE
&) II inferior | £~ IV |ICuarta » &0 Vo
'é‘ereera » 2 Ler afio
- . 2 v eguuda » o 2.9 ajio )
;= | II superior || S % i g3 13 23
2| Linferior | 5 (b | Primera » Bl m s> |43
& @ I superior || & viir || Filosof. o Matemat. | o nr 2| 4° »
i | I N
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Los caracteres que distinguen los Gimnasios, Gimnasios
reales y Escuelas reales superiores son los siguientes:

El Gimnasio se caracteriza por la ensefianza del latin
y del griego. Entre las lenguas modernas sélo el francés
es obligatorio; actualmente en los grados superiores es
reemplazado con frecuencia por el inglés. A partir de
Segunda Superior dos horas facultativas de inglés (o fran-
cés cuando el inglés es obligatorio) e igualmente el he-
breo.

En el Gimnasio real sélo se conserva el latin como len.
gua muerta, siendo obligatorios el francés y el inglés. Las
matematicas y las ciencias naturales estian mejor repre-
sentadas que en el Gimnasio, El dibujo lineal es faculta-
tivo (dos horas semanales en las cinco ultimas clases).

En las Escuelas reales superiores, no existen las len-
guas muertas como materias obligatorias, siendo faculta-
tivo el latin en muchos de esos establecimientos, en los
tres ultimos afios. En cambio, las lenguas modernas, las
matemadticas y las ciencias naturales se profundizan mas
que en los Gimnasios reales.

Ademds de los establecimientos mencionados deben ci-
tarse las Zscuelas reformadas en las cuales la separacion
se lleva mas adelante.

En los capitulos siguientes, el autor se ocupa de la or-
ganizacion mdas libre de la ensenanza en los grados su-
periores, en lo referente a la extension y a los métodos.
Desptlies pasa en revista el material escolar de que dis-
ponen los alumnos en sus estudios matematicos y llega
enseguida a la ensefanza matemética propiamente dicha.
El profesor de matematicas ensefia con frecuencia otras
ramas, especialmente las ciencias naturales. Se acostum-
bra actualmente distinguir dos grupos en las ciencias ma-
tematicas y naturales: matematicas, fisica y quimica-bio-
logia. Actualmente se confia casi siempre la ensefianza
matematica y fisica al mismo profesor, y en todos los
casos en las clases superiores.

Respecto de los métodos de enseflanza hay que distin-
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guir el método heuristico y el método dogmético. El mé-
todo heuristico, en su sentido mas general, consiste en
una asimilacion progresiva de la materia de ensefianza
por un cambio continuo de preguntas y respuestas entre
el profesor y el alumno: es el procedimiento que se em-
plea casi siempre. En un sentido mds restringido, el mé-
todo heuristico, llamado de «redescubrimiento» en Fran-
cia, consiste en hacer que el alumno vuelva a encontrar
por si mismo los resultados de la enseiianza. En Alema-
nia se emplea también este método.

Se da relativamente menos importancia a los trabajos
hechos a domicilio que a los que se hacen en la clase:
no tienen otro fin que la revision y las aplicaciores de
los temas tratados en las lecciones.

Ademas de esas tareas regulares hay que seifialar tra-
bajos mas considerables que los alumnos deben presentar
a intervalos de tiempo mas largos, cada cuatro semanas,
segun los planes de estudio; e igualmente log trabajos
facultativos. Estos tltimos necesitarian una biblioteca para
los alumnos, que con frecuencia no existe.

En la segunda parte, el autor se ocupa de los planes
de estudio y de la materia de ensefianza. En un resumen
histérico pasa en revista las transformaciones sucesivas
de esos planes de estudio hasta los de 1901, actualmente
vigentes. En los capitulos siguientes se encontraran in-
formaciones detalladas sobre estos ultimos y sobre las
observaciones a ellos anexos, y referentes a los métodos
de ensefianza. Esos planes de estudio de 1901 compren-
den tres partes: la primera es el horario; la segunda,
que se ocupa especialmente de cada rama, indica tam-
bién el campo respectivo de los tres tipos de escuelas
secundarias (esta parte da igualmente observaciones me-
todicas sobre las matemadticas ); la tercera parte contiene
observaciones de caracter general.

Véase a continuaciéon el esquema de los planes de es-
tudio para los tres tipos de escuelas secundarias:
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GIMNASIO

CLASE

ARITMETICA Y ALGEBRA

GEOMETRIA

VI
v

Calculo : las operaciones con
los mtmeros positivos, ente-
ros y fraccionarios. Opera-
ciones usuales de la vida
practica.

Ensefianza preparatoria.
Estudio de las rectas,
angulos y triangulos.

VIII

Calculo : operaciones con nu-
meros positivos y negativos:
ecuaciones de primer grado.

Extensién del estudio del
triangulo. Cuadrilitero
Circulo (cuerdas y an-
gulos ).

OIII

Proporciones: ecuaciones de
primer grado con una 6 con
varias incognitas. Potencias
con exponentes enteros y po-
sitivos.

Medida de las areas.

VII

Potencias, raices y logaritmos
(4 6 5 decimales ). Kcuacio-
nes simples de segundo gra-
do con una incégnita.

Semejanza. Calculos rela-
tivos al circulo.

OII

Ecuaciones, principalmente de
segundo grado, con varias
incognitas.

Divisiones y haces armo-
nicos. Transversales.
Geometria algebraica.
Goniometria : calculos
trigonométricos simples.

VIy OI

Progresiones aritméticas y pro-
gresiones geométricas; cal-
culos de intereses compues-
tos y de rentas. Andlisis
combinatario (con calculo de
probabilidades). Binomio con
exponentes enteros y positi-
vos. Revision de la aritmé-
tica. Ecuaciones de grado
superior reducibles a las de
segundo grado.

Extension de las construc-
ciones de geometria
plana y de los calculos
trigonométricos. Geome-
tria del espacio y sus
aplicaciones 4 la cos-
mografia. Dibujos pers-
pectivos de formas del
espacio. Nociéon de co-
ordenadas (con aplica-
cién 4 las secciones cé-
nicas ).

e ————
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GIMNASIO REAL Y ESCULA REAL SUPERIOR

m———

CLASE ARITMETICA Y ALGFRBRA GEOMETRIA

VI Calculo: numeros positivos en- —

Y teros y fraccionarios, parti-|* Enseflanza preparatoria.
cularmente numeros decima-
les. Operaciones de la vida
préactica.

v Continuaciéon del programa|Rectas y angulos; trian-
precedente. * Principios de| gulos; *cuadrilateros.
calculo algebraico.

VIII |Operaciones usuales de la vida|Cuadrildteros: circulo. Me-
practica y comercial. Calculo| dida de las areas.
algebraico ; proporciones.

Ecuaciones de primer grado
con una incognita.

OIII [Potencias y raices. Ecuaciones|Semejanza. Problemas del
de primer grado con varias| circulo.
incognitas. Ecuaciones sim-
ples de segundo grado.

VII |Logaritmos. Ecuaciones de se- Elementos de trigonome-
gundo grado. tria. Elementos de geo-

metria del espacio; pro-
veccion paralela oblicua.
Geometria algebraica.

OIl |Progresiones aritméticas v geo-|Divisiones y haces armé-
métricas (intereses compues-| nicos; eje radical ; cen-
tos y rentas). Numeros com-| tro de semejanza, etc.
plejos. Ecuaciones reciprocas| Continuaciéon de la tri-
vy binomios; ecuaciones difi-| gonometria. Geometria
ciles de segundo grado. del espacio.

VIy OI [Analisis combinatorio (con{Trigonometria esférica

aplicacién al calculo de pro-
babilidades ). Binomio para
exponentes cualesquiera. Las
series mas importantes del
analisis algebraico. Revisién
de la aritmética. Ecuaciones
de tercer grado. Maximos y
minimos.

(cosmografia ). Geome-
tria descriptiva. Geo-
metria sintética de las
secciones cénicas. Geo-
metria analitica plana.
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Los temas sefialados con asteristico se tratan en las
Escuelas reales superiores, pero no en los Gimnasios
reales.

En la tercera parte de su trabajo el profesor Lietz-
mann trata de la influencia del movimiento de reforma
sobre los planes de estudio. En lo concerniente a la en-
seflanza matematica, este movimiento de reforma encuen-
tra su mejor expresion en las declaraciones de Meran y
de Stuttgart, de la Comision de ensefianza instituida por
la Sociedad de naturalistas y médicos alemanes. En esas
proposiciones, se encaran, como fines principales de en-
seflanza en las escuelas superiores, los dos puntos si-
guientes:

a) el refuerzo de la concepcion del espacio;

b) el desarrollo de la idea de funcion.

Para conformarse a esta manera de encarar las cosas,
serg necesario:

1.0 Ordenar la ensefianza de modo que se adapte mejor
al desarrollo natural del espiritu. Este principio psicolo-
gico se refiere principalmente a la ensefianza preparatoria
de la aritmética y de la geometria y al pasaje progresivo
de los procedimientos intuitivos a los procedimientos de-
ductivos.

2.0 Desarrollar en lo posible la facultad de observa-
cién matemitica de los fendmenos que nos rodean. Este
principio utilitario se manifestara por la eleccion apro-
piada de las aplicaciones.

3.0 Llegar poco a poco a la concepcién de la unidad
de la ciencia. Este principio didéctico conducird a una
concentracién de toda la ensefianza alrededor de una no-
cion fundamental, la de funcién, tanto del punto de vista
algebraico como del punto de vista geométrico:

Se encontrara en esta tercera parte de la obra del
profesor Lietzmann el lugar que ocupa la nocién de fun-
cién en los grados inferiores de los diferentes estableci-
mientos escolares. Sin entrar en detalles, podemos, sin
embargo, decir que las disposiciones de 3 de Febrero de
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1910 referentes a la nueva organizacion de las escuelas
medias de Prusia son favorables al desarrollo de la no-
cién de funcion.

Los ultimos capitulos estan consagrados al rol del calculo
infinitesimal en las escuelas superiores y a sus aplicacio-
nes. En este caso, lo mismo que en el de la nocion de
funcion, el rol varia mucho de un establecimiento a otro.
Actualmente el numero de Gimnasios que llevan la no-
cion de funciéon hasta un estudio detallado del calculo
infinitesimal es muy restringido. En los establecimientos
en los cuales se utiliza la nocion del cociente diferencial,
ésta se limita a funciones algebraicas muy simples y a al-
gunas funciones trascendentes; generalmente no se aborda
el cédlculo integral o bien sélo se hace de él una inicia-
cion. En cambio mas del 50 o/o de las Kscuelas reales su-
periores, comprenden en sus programas el cilculo diferen-
cial, estando el integral mejor representado que en los
Gimnasios. Los Gimnasios reales, tienen un lugar interme-
dio entre los Gimnasios y las ZEscuelas reales superiores,
aproximandose mas a éstos.

No es dudoso, dice el autor al terminar, que los pré-
" ximos planes de estudio de las escuelas secundarias su-
periores de varones responderan todavia mas favorable-
mente a las tendencias actuales de la reforma.

Los problemas comerciales y la enseiianza de las matemd-
ticas en las escuelas secundarias—por el doctor H. E. Ti-
merding. —Profesor de la Escuela Técnica superior de
Braunsweig. ) '

Toda la ensefnanza depende del fin que se asigna a la
escuela: Unos quieren que por una gimnasia intelectual
intensa ella habitie el espiritu a pensar bien y temen
todas las cuestiones practicas que complican demasiado
las contingencias de la vida para que sean un buen ali-

(1) Nota bibliogrdfica del profesor Dumas, de Berna.



262 Anales de la Universidad

mento del pensamiento: Los otros defendiéndose de los
espiritus demasiado logicos, desean, por lo contrario que
la escuela inculque conocimientos precisos a sus alumnos
y los ponga en contacto con la complejidad de las cosas.

El profesor Timerding no piensa en decidir el debate;
hace notar que la aritmética politica ofrece los elemen-
tos de un compromiso. Por su faz matemdtica, ella des-
arrolla la logica formal y el razonamiento abstracto:
trata, por otra parte, de cuestiones de las cuales se ocu-
pan diariamente los hombres de negocios, y que no deben
ignorarse bajo pena de ser extraios a la vida.

El autor divide en tres grupos los problemas de la
aritmética politica. En el primero coloca los que tienen
su origen en el comercio de las mercaderias; son los
principales los que se refieren a los precios de costo y
de venta. Para resolverlos bastan las operaciones mas
simples; pero hay que tener en cuenta comisiones, pro-
visiones y gastos diversos, que su ubicacién corresponde
principalmente a las escuelas de comercio.

Los problemas que se relacionan con el dinero forman
el segundo grupo; son de mucho mayor importancia ma-
tematica que los precedentes y contribuyen mucho mas a
la cultura general. Es aqui que se aprendera lo que es
la moneda, cual es su titulo, cuales son los principales
sistemas monetarios y como se pasa de uno a otro. Des-
pués vendran los cdlculos de intereses simples y com-
puestos, de vencimiento medio, ete. Avanzando mds se
muestra como se llega a los logaritmos naturales, supo-
niendo en los cdlculos de intereses compuestos, que el
periodo de capitalizacion se hace infinitamente pequeno
Es esta una excelente ocasion de llamar la atencién de
los alumnos sobre el hecho de que las nociones matema-
ticas no son arbitrarias, sino que a ellas conduce la fuerza
de las cosas,

Es en ese mismo grupo que se haria figurar las opera-
ciones de bolsa, los cambios y los arbitrages. El profe-
sor Timerding no se ocupa de ellos, seguramente por te-
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mor de invadir el campo de la ensefianza profesional;
pero ha considerado que es conveniente poner en guar-
dia a los jovenes contra la especulacién, y que un buen
medio de desviarlos de ella es demostrarles que el juego
no es equitativo, siuo que solo es ventajoso para los finan-
cistas bastantes fuertes para hacer la bolsa.

Los problemas del tercer grupo, los que se encuentran
en la estadistica y en los seguros sobre la vida, son sen-
siblemente mas dificiles, y puede preguntarse, con el pro
fesor Timerding, si no son demasiado elevados para la
ensefianza secundaria. Hay que hacerlos preceder por al-
gunas nociones del calculo de probabilidades; los elemen-
tos son faciles, a menos que no se quiera exceder de
los ejercicios que corresponden al analisis combinatorio.
en tal caso, pronto se encuentra obstdculo en las dificul-
tades de las nociones, sin embargo fundamentales, de dis-
persion y de ley de los errores.

¢ Qué debe decir el profesor de la esperanza moral?
Como todos los temas en los cuales la verdad y el error
estan estrechamente unidos, su estudio puede llegar a ser
muy instructivo: él permitira facilmente comprender por-
qué el juego, que tiene por base la ganancia, jamds es
ventajoso, mientras que los seguros, que deben preser-
varnos de una pérdida, lo son. Esas ventajas compensan
mal, segun el profesor Timerding, los defectos de la es-
peranza moral, y asi considera que el profesor debe in-
troducir esta nociéon con prudencia. Iriamos méas lejos:
la nocion de esperanza moral tiene dos grandes defectos:
primeramente ella es precisa por demds:; la satisfaccion
de poseer crece mdas lentamente que la fortuna, pero nada
prueba que ella varie como un logaritmo mas bien que
segin cualquiera otra ley. Estamos en presencia de un
error muy difundido: se imagina demostrar alguna cosa
poniendo una ley complicada y mal conocida bajo una
forma analitica simple y no se trata de verificar si los
hechos concuerdan con la férmula inventada. El segundo
defecto es que todo se puede probar por medio de hipé-
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tesis de esta naturaleza: las matematicas, arriesgan, pues,
perder en tal caso la confianza que inspiran a cualquiera,
pues sdlo los espiritus advertidos se dardn cuenta del
abuso. Creemos, por lo tanto, que no hay que hablar de
esperanza moral en las escuelas secundarias, sino a con-
dicion de tener la posibilidad de someterla a una critica
muy estricta, y la certeza de que esta critica sea com-
prendida.

La estadistica es un dominio muy dificil, porque exige
una gran cultura general; pero justamente porque ella
se relaciona con todos los sujetos, es que se presta 4 nu-
merosos desarrollos. Los ejemplos sencillos, no faltan en
ella: ellos permitirdn mostrar a los jovenes en qué con-
giste uno de nuestros principales métodos de investiga-
ciéon y de demostracion. La mayor parte de los hombres
cultivados no tienen de ella la menor idea: deducen de
las estadisticas las consecuencias mas absurdas por no
saber que un ntmero s6lo contiene lo que en él se ha
puesto. Para ellos la estadistica no es méds que un objeto
de burla; sin embargo la hacen todos los dias.

El seguro de vida estd en contacto intimo con la rea-
lidad: ilustra los beneficios de la asociacion; la compa-
racion de las diversas combinaciones llama la atencién
de los jovenes sobre los elementos que deben tenerse en
cuenta para juzgar un negocio. Los seguros no ofrecen
grandes dificultades para buenos alumnos: el cdlculo de
las reservas exige atencion y sagacidad, pero, fuera de
que debe comprender la verdadera naturaleza del seguro
da un buen ejemplo de una funcién de varios variables.
Si esas materias hubieran figurado desde hace cincuenta
anos en nuestros programas no veriamos tanta gente que,
consagrando al seguro la totalidad de sus economias, pa-
gan a ojos cerrados, por incapacidad de estimar, aun
aproximadamente, el valor venal de una pdliza. Tampoco
veriamos ir a la bancarrota tantas sociedades de socorros
mutuos.

Para indicar lo que es la ensefianza de la aritmética
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politica, el profesor Timerding analiza los principales
textos alemanes. Sabe perfectamene que lo que importa
no es el texto, sino el uso que de ¢l se hace; sin em-
bargo, su método le permite reconocer las tendencias de
la ensenanza.

Divide los ejercicios en dos clases: los problemas rea-
les y los de fantasia. Antes se preferian estos ultimos,
mientras que ahora se prefieren los primeros. Es un pro-
greso, pero nada debe exagerarse. A causa de su com-
plejidad, los problemas reales estan con frecuencia fuera
de los alcances de los alumnos de ensefianza secundaria;
hay que simplificarlos; pero importa conservar en ellos
los elementos esenciales, pues debe tenerse mucho -ciu-
dado de no mostrar a los jovenes una imigen deformada
de la vida; importa también que el alumno reconozca
siempre la clase del problema que debe resolver.

Los problemas fantasistas tienen otra razén de ser:
para ciertas cuestiones aclaran una faz matematica que
la practica deja en la sombra, no ofrecen inconvenientes
si el resultado es posible: desgraciadamente muchas per-
sonas tienen tendencia a excluir el buen sentido del es-
tudio de las matemadticas; es un gran defecto, pues la
primera verificacion de un calculo es ver si el resultado
es el que debe esperar un hombre razonable.

De otro punto de vista todavia, es util la aritmética
politica; es quiza la parte de la aritmética que suminis-
tra los mejores ejemplos de calculo numérico. Se presta
al estudio de los diversos procedimientos y aparatos que
usan los calculadores: reglas de cdlculo, tablas numéri-
cas, métodos graficos, etc. Los métodos grificos, en par-
ticular, no tienen en la ensefianza el sitio que merecen.
Una curva habla mejor a la inteligencia que una for-
mula, principalmente a los jévenes cuyo pensamiento es
generalmente concreto. Por otra parte, un abaco reune
en una sola hoja de papel resultados que nunca una ta-
bla numérica presentaria con tanta claridad.

La ensenianza de la aritmética politica debe evitar dos

18 M.
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escollos: no debe entrar demasiado en los detalies, pues
la escuela secundaria no prepara unicamente para el co-
mercio, sino para una multitud de otras profesiones: tam-
poco debe ser demasiado abstracta: la aritmética politica
es una parte de las matemadticas aplicadas y se pierde
su sentido sino toman muy de cerca la realidad. El pro-
fesor que se inspire en el folleto del profesor Timerding
encontrard el justo medio, sobre todo si sabe penetrarse
del método que constituyen su encanto y su mérito. El
profesor Timerding, en efecto, no se pierde en vagas
especulaciones; apoya cada una de sus observaciones en
ejemplos cuya eleccion es tan juiciosa que conduce muy
naturalmente a consideraciones muy generales.

El profesor Timerding no oculta la dificultad de una
ensefianza tal como la concibe: la preparacion de los
profesores. Es la Universidad la que debe organizar bien
los estudios y los exdmenes para ese fin: un buen curso
de economia politica, per ejemplo, acostumbraria a los
futuros profesores a no ver exclusivamente del punto de
vista matematico las cuestiones que hemos tocado. Los
ayudaria a permanecer mds tarde en contacto con la vida
econdmica y les mostraria en qué sentido deben perfec-
cionarse, pues un buen profesor, deseoso de dar una en-
seflanza fructuosa, no economizara su trabajo para cono-
cer cada vez mejor un dominio que, como la aritmética
politica, ensefia para que pueden servir las abstracciones
matematicas.

La ensefianza del cdlcunlo en Alemania, por el doctor
Lietzmann (126 paginas). -

Esta obra es un estudio muy completo, muy profundo
de la ensefianza del cdlculo aritmético en Alemania, tanto
en las escuelas primarias, como en las medias y en las
normales de maestros. El autor especifica que se trata
del calculo, es decir de las operaciones hechas con nu-
meros positivos, entero o fraccionarios, representados por
cifras.
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Durante mucho tiempo soélo se daban a los nifios las
reglas necesarias para efectuar las operaciones, sin ensa-
yar de explicdrselos. Es principalmente Pestalozzi (1746
1827) que introdujo el razonamiento. Pero en Alemania
los estudios en las escuelas superiores no se rigen por
un programa comun. Algunas ciudades prescriben pro-
gramas anuales. Resulta entonces para el maestro la obli-
gacion de repartir las materias de ese programa sobre
cada semana y aun sobre las diferentes horas de su en-
seflanza. Se atribuye mucha importancia a este modo de
repartir la ensefianza: el maestro escribe sobre un cua-
derno especial las materias tratadas durante la semana.
El autor se extiende sobre esas cuestiones de programa
y da ejemplos y detalles muy interesantes al respecto.

Insiste después sobre la importancia del cdlculo men-
tal. Se ejercita en este calculo a los alumnos de todas
las clases, aun de las clases superiores, yendo algunas
veces hasta la exageracion. Kl profesor Lietzmann ha
visto preguntar en una escuela normal de maestro ejer-
cicios de calculo mental que se resuelven por un sistema
de ecuaciones de varias incégnitas.

El maestro hace pues efectuar un numero considerable
de operaciones y de ejercicios: su tarea se facilita con
libros de problemas que usan los alumnos. La coleccién
de ejercicios de Koch, aparecida en 1855, ha alcanzado
552 ediciones: del libro de calculo de Buttner fueron ven-
didos méas de diez millones de ejemplares.

Aigunos de esos libros contienen teoremas, mas bien
sus enunciados: la parte tedérica no excede de la indica-
cion de algunas reglas, de algunas simplificaciones, de
algunos ejemplos desarrollados. Esos libros existen en
gran numero, asi como las revistas pedagdgicas: la 5i-
blioteca de la unidn de los maestros alemanes de Berlin, re-
cibe mas de un centenar.

Estas consideraciones generales estan contenidas en el
primer capitulo.

El segundo capitulo estdé consagrado a las operaciones



268 Anales de ila Universidad

con los numeros enteros. Al principio se trata de ense-
niar la numeracion hablada, y para esto se procede en
Alemania, como en Francia y como en todas partes, por
medio de objetos, de bolas, de bastoncillos. Se representa
la unidades de los diversos ‘6rdenes por imdgenes distin-
tas o por objetos seifialados cen puntos.

Al llegar a las operaciones, se plantea la siguiente
cuestion: ¢ Deben darse explicaciones y formular reglas?
«No tenemos en Alemania (dice el autor) ninguna teoria
dei cdlculo numérico, este intermediario entre nuestro
cdlculo y nuestra aritmética, o dlgebra, que los franceses
designan por aritmética en los programas de sus escue-
las. Asi, en el dominio del caleculo numérico una expo-
sicion sistemdtica con demostraciones légicas basadas
sobre axiomas no existen entre nosotros. Aun cuando
se habla de justificacion logica (Schellnen) la regla no
es mds que el resumen de cierto numero de ejemplos
anteriormente tratados».

Creo que el profesor Lietzmann ha tenido a la vista
los libros de Aritmética de Bourlet. Ha visto sin duda
con qué cuidado y con qué claridad se sabe explicar a
los nifios de Francia todo lo que su edad les pone en
estado de comprender.

No puedo citar aqui los numerosos detalles que el li-
bro da sobre la adicion, la sustraccion, la multiplicacién,
la division. En lo referente a la divisibilidad, sélo se
estudian los caracteres mis simples, y atn algunas ve-
ces se dan los caracteres por 3 y por 9 sin explicarlos
y se les aplica a las pruebas por 9.

Se ensefia la investigacion de los nimeros primos hasta
20 o hasta 100 por la criba de Eratostenes. Nunca se
demuestra que la serie de numeros primos es ilimitada.

Raras veces se trata de los divisores comunes de va-
rios numeros y cuando de ellos se habla no se demuestra.

Solo las escuelas superiores ensefian la descomposicién
en factores primos, pocos libros indican la investigacion
del méximo comun divisor por el método de las divisio-
nes sucesivas, debido a Euclides.
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Austria

I

ORGANIZACION DE LA ENSENANZA SECUNDARIA
MODERNA AUSTRIACA

La actual organizacién de ensenanza secundaria aus-
triaca tuvo su origen hace T0 afos en el proyecto de or-
ganizacidn de los gimnasios, elaborado por Exner y Bonitz.
En lo referente a la ensefianza matematica, transcribiré
a continnacion la parte que mas directamente interesa al
tema que estoy tratando de un articulo que el profesor
austriaco Otto Simon publicé en « L' enseignement mathe-
mdtigue ».

<« E]l proyecto de organizacién de la ensefianza secun
daria de Exner y Bonitz forma todavia la base de orga-
nizacién actual de los gimnasios. (*) Ese proyecto atenuo,
por lo menos parcialmente, el predominio secular de la
ensefianza de las lenguas. Los dos cursos de filosofia for-
man actualmente, con las seis clases inferiores, un orga-
nismo comun, que, por la division en un gimnasio infe-
rior, que comprende cuatro clases y un gimnasio superior,
recibe asi una divisién natural en dos secciones. El gim-
nasio no prepara solamente para el gimnasio superior,
sino que, abrazando en su ensefianza las llamadas male-
rias reales (matematicas, fisica, historia, geografia, ciencias
naturales) llega a un cierto punto término y ofrece un
conjunto determinado de una cierta cultura general. Los
que lo han recorrido pueden entonces entrar en las es-
cuelas especiales, las escuelas de comercio, etc. Continua
después el gimnasio de una manera més cientifica su en-
sefianza y forma la escuela preparatoria de la Univer-
sidad.

(1) Este articulo aparecié en 1902,
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Segun las instrucciones adjuntas al proyecto, la ense-
nanza de las matematicas, en las clases inferiores, debe de
preferencia ligarse a la intuicion elemental: debe desarro-
llar en los alumnos cierta facilidad en las operaciones
aritméticas y ejercitar en ellas la concepcién matemaitica,
colocando en primera linea la intuicion mas bien que las
consideraciones de orden logico. El gimnasio superior ()
persigue un fin mas elevado: da a los alumnos el conoci-
miento del enlace sistemdtico que existe entre las opera-
ciones fundamentales, y les ensefia el desarrollo de la
idea de numero. No obstante el empleo de este excelente
plan de estudios, no podian alcanzarse mejores resultados
mientras se matuviera el sistema de que el mismo profe-
sor tuviera que enseflar todas las materias de una clase.
Antes de que se extendiera el campo de ensefianza de
las matematicas ese sistera habia dado resultados muy
curiosos. Asi Wilhelm cuenta la anédocta muy divertida
que un fillogo que habia tomado un cero por la letra O,
enuncié como axioma, el teorema a O = O.

El proyecto organico, con sus instrucciones anexas, fué
generalmente aceptado por los circulos competentes del
pais: fué estudiado en Alemania y merecié informes elo-
giosos.

Sin embargo, el nuevo proyecto no tardé en levantar
una violenta oposicién. Se alegé que las matematicas, que
hasta entonces no disponian mdas que de media hora de
ensefianza por semana, y las ciencias naturales que no se
habian ensefiado absolutamente, iban a obtener cada una
tres horas semanales, mientras que la ensefanza del la-
tin perderia mucho de su posicion.dominante. Los adver-
sarios de la reforma pidieron en 1838 un nuevo proyecto
por el cual la geometria seria enteramente excluida de
las tres clases inferiores, que la cuarta clase no podria
admitir ninguna nueva ensefianza en aritmética y que la
ensenanza de las ciencias naturales deberia ser entera-

(1) Equivale a decir el segundo ciclo.
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mente suprimida en el gimnasio inferior en provecho del
latin. El temor de que tales proposiciones pudieran ser
aceptadas era por demds justificado, visto que el gobierno,
aunque solamente de una manera condicional, se pro.
nuncié en su favor. Las proposiciones levantaron viva
discusién en la revista que aun es dérgano director del
gimnasio clasico, fundada por el gobierno en 1849.

Las opiniones fueron casi unamines para condenar esos
nuevos ataques contra la enseiianza de las matematicas.
El hecho, ademds, de que al lado de especialistas tales
como Gernerth, F. C. Lott, y otros, lo mismo que fildlo-
gos como Bonitz, tomardan la defensa de las matemadticas
muestra cuanta importancia se reconocia ya a esa ense-
fianza. La 18a asamblea de filélogos y funcionarios de la
ensefianza alemana, (!’ que se pronuncié undnimemente
contra los esfuerzos antimatematicos, hizo inclinar de
nuevo la balanza en favor del plan de estudios de 1849,
y las proposiciones de reforma en perjuicio de la ense-
iianza de las matematicas no tuvieron ningun resultado.

Gracias a la victoria decisiva del proyecto de organi-
zacion, la importancia de las matemdticas se afirmé en
nuestros gimnasios y se pudo desde entonces tratar de
mejorar cada vez mds la organizacion interior y los mé-
todos de ensefianza de esas ciencias. Desde entonces las
instrucciones relativas a las matemadticas fueron cambia-
das en puntos secundarios; la tendencia de esos cambios
consiste en una disminucién de la materia de ensefianza
a favor de mayor profundidad y de una instruccion sis-
tematica completa. Cuando en 1884 el Ministerio de Ins-
truccion Publica, basindose en las experiencias diddcticas
hechas durante los ultimos treinta afos, hizo una nueva
edicion de las instrucciones, coloeo la ensefianza de las
matematicas «enteramente en el mismo rango que la de
las lenguas y la historia ».

En 1888, el ministerio publicé una segunda edicién de

(1) Tuvo su asiento en Viena, en 1839,
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las indicadas instrucciones, que contiene una disminucion
poco importante de la materia de ensefianza en las cla-
ses superiores, sin por eso disminuir el nimero de horas
consagradas a la ensefianza.

El plan de estudios de 1900 comprende lo que sigue

GIMNASIO INFERIOR

1.“ clase, tres horas semanales. — Aritmdlica : las cuatro
operaciones efectuadas con nimeros enteros y decimales;
divisibilidad ; ejercicios preliminares para el caleulo de
las fracciones.

Geomelria (estudio preliminar) nociones preliminares’
propiedades simples del tridngulo.

2.* clase, 3 horas semanales — Arifmética: fracciones, pro-
porciones, regla de tres simple.

Geometria ( estudio preliminar): segmento de recta; an-
gulo, bisectriz; igualdad de tridngulos; el circulo; el cua-
drilatero; el poligono.

3.2 clase, tres horas semanales — Ariimética : las cuatro
reglas, efectuadas con numeros enteros o fraccionarios;
cuadrado; raiz cuadrada.

Geometria (estudio preliminar): transformacion de las
figuras; medida de las 4reas; teorema de Pitigoras; se-
mejanza.

4.° clase, tres horas semanales — Arifmética; ecuaciones
de primer grado; cubos, raices cubicas; reparticiones
proporcionales.

Geomelria (estudio preliminar): introduccion a la este-
reometria.

Fin de la ensefianza del gimnasio inferior. — Seguridad
en el calculo numérico, su aplicacién en la practica; co-
nocimiento de las formas geométricas, de sus mas impor-
tantes propiedades y de sus relaciones, basadas princi-
palmente en un método intuitivo bien ordenado.
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GIMNASIO SUPERIOR

5.% clase, cuatro horas semanales — Arifméfica (dlgebra):
las cuatro operaciones fundamentales; reglas; proporcio-
nes; ecuaciones de primer grado.

Geomelria : planimetria.

6. clase, tres horas semanales — Arifmética : potencias,
raices, logaritmos, ecuaciones de segundo grado.

Geomelria : estereometria ; trigonometria (tridngulos rec-
tangulos ).

7.% clase, tres horas semanales — Aritmética : ecuaciones
de segundo grado con dos ineégnitas; ecuaciones de Dio-
fanto; progresiones; regla de interés compuesto.

Geomelria : trigonometria; geometria analitica de dos
dimensiones,

8.9 clase, dos horas semanales— Ejercicios de resolucion
de los problemas matemadticos — Revision de las partes
mds importantes.

Fin de la ensefanza del gimnasio superior : suministrar un
conocimiento profundo de las mateméticas elementales por
medio de miltiples ejercicios.

Después de haber terminado la 8.2 clase, el alumno de-
berd someterse a un examen mas extenso llamado éxamen
de madnrez, que comprende dos partes, una escrita y
otra oral, haciéndose la ultima unos dos meses después
de la primera. Se exige, para las matemadticas una com-
prension basada sobre el conocimiento de los principales
teoremas de las matematicas elementales y de sus demos-
traciones, la facilidad y seguridad de su aplicacion, la
habilidad en la resolucion de las ecuaciones, en el ma-
nejo de las tablas de logaritmos y en la resolucion de
problemas estereométricos.

Sélo después de haber dado con éxito este examen es
que se obtiene el derecho de ingresar en una escuela
técnica o de seguir los cursos universitarios.
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Las prescripciones concernientes al examen de los can-
didatos a la ensefianza, introducidas en 1846, fueron re-
visadas en 1884 y en 1897. Para ser admitido a examen
es necesario demostrar que durante cuatro afios se ha
estudiado la materia en una Universidad del pais, — pu-
diendo admitirse que uno de esos afios se haya estudiado
en Alemania. El examen se divide en tres partes: un
trabajo hecho a domicilio, en un plazo maximo de seis
meses, un examen a puerta cerrada y un examen oral
correspondiente al anterior. El derecho de ensedar ma-
tematicas en los gimnasios superiores solo puede ser ob-
tenido en conexién con la facultad de ensefiar la fisica.
Los profesores de ciencias naturales en el gimnasio su-
perior deben demostrar su capacidad de ensefiar las ma-
tematicas y la fisica en el gimnasio inferior. Las exigen-
cias son las siguientes:

A) En el examen para la ensefianza en todo el gimnasio
(inferior y superior): (1) Conocimiento de la aritmétiea
general (algebra), de la geometria sintética y de la geo-
metria analitica. Conocimiento del calculo diferencial e
integral y de su empleo en geometria, los elementos del
calculo de variaciones, conocimientos de las nociones fun-
damentales de la teoria moderna de las funciones.

B) Para el examen de los candidatos a la ensefianza del
gimnasio inferior se exige: el conocimiento de las mate.
maticas elementales, seguridad completa y facilidad en
el empleo de los métodos de calculo y de construccion
en esta materia.

Después de haber obtenido aprobacion en este examen,
todo candidato es agregado a ur (Gimnasio para adquirir
la aptitud practica de la enseiianza. Es después de un
afio de prueba que obtiene el candidato un puesto de pro-
fesor en una escuela media. (» '

(1) Es decir en las ocho clases.
(2) Se aplica esta denominacién al Gimnasio, Escuela real, Escuela industrial
S8eminario de profesores.
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Las matematicas y la fisica, siendo ensefiadas por el
mismo profesor, tiene éste la ventaja de poder utilizar
practicamente las matemadticas en sus lecciones de fisica.
Si, ademas, se tiene en cuenta el empleo de las matema-
ticas en la enseilanza de las ciencias naturales y de la
cristalografia, se observa que los profesores que enseiian
las matematicas en Austria pueden estar satisfechos de
la posiciéon acordada a su materia en el plan de estudios
secundarios. Las ultimas instrucciones (1900) hacen resal-
tar expresamente que sélo pretenden dar consejos, y ser-
vir de guia principalmente a los profesores que empiezan
su carrera; dejan toda latitud a la individualidad de cada
profesor sin imponerle ninguna barrera. Este hecho per-
mite enecarar con confianza el desarrollo ulterior de la
enseiianza matematica en Austria.

Nota.—Publicaré algunas. paginas més adelante los pro-
gramas e instrucciones de 1910 sobre la ensefianza de las
matematicas, que son los vigentes.

II
LOS DOS CICLOS DE LA ENSENANZA DE LA GEOMETRIA (V)

A fin de reparar o de atenuar las dificultades que la
enseflanza abstracta de la geometria ofrece a los princi-
piantes, se ha instituido en Austria y en Alemania un
curso preparatorio en el que se ensefia la geometria par-
tiendo mdas bien de la experiencia. que empleando el ra-
zonamiento deductivo.

Describiré desde luego lo que se hace en Austria, don-
de, desde 1849, se ha dado a esa enseitanza una organi-
zacion de las ma4s interesantes y muy felizmente adaptada

(1) Marotte.— La enseitonza de las ciencias matemdticas y fisicas en Alemania



276 Anales de la Universidad

a la division en dos ciclos de la ensefianza secundaria. La
geometria intuitiva ha tomado alli su completo desarrollo,
y se percibird en ella, mejor que en la organizaciéon ale-
mana, todavia reciente y embrionaria, los principios y los
caracteres de la ensenanza moderna.

La geometria intuitiva en Austria. — He dicho va que, en
la ensefianza secundaria austriaca, cada rama de conoci-
miento se estudia en dos etapas: en la primera bajo una
forma elemental, en el gimnasio inferior; en la segunda,
mé4s profundamente, en el Gimnasio superior. De acuerdo
con este principio, el estudio de la geometria se hace en
dos grados: la geometria intuitiva en el Gimnasio infe-
rior (1); la geometria légica, bajo la forma que nos es
familiar, en el Gimnasio superior. (2

Se juzgara de la extensién que se da a la geometria
intuitiva por el siguiente plan de estudios, que atribuye
en cada clase una hora y media por semana a esa en-
sefianza.

Clase Primera (Séptima francesa ). — Las figuras funda-
mentales: rectas, circulos, angulos y paralelas. Los tridn-
gulos, excluyendo los casos de igualdad. Las construccio-
nes fundamentales.

Clase Sequnda (Sexta francesa). — Los casos de igualdad
de los tridngulos; aplicaciones. Las propiedades principa-
les del circulo, del cuadrildtero, de los poligonos.

Clase Tercera (Quinta francesa).— Medida de las lon-
gitudes y de las areas. Casos simples de transformacion
y de division de las figuras. Los teoremas sobre el tridn-
gulo rectangulo y sus aplicaciones. Principios esenciales
de la semejanza de las figuras geométricas. Construccion
y descripcion de la elipse, de la hipérbola y de la para-
bola.

Clase Cnarta.—Estereometria. Posiciones respectivas de
las rectas y de los planos. Angulos poliedros.

(1) 1.9 a 4.° afo.
(2) 5.2 a 8.° aiio.
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Principales especies de sélidos: calculo de sus super-
ficies y de sus voliimenes.

Véase a continuacion el resumen de las excelentes ra-
zones que en 1849 se expresaron respecto de la division
en dos ciclos de la ensefianza matemdtica en los Gimna-
sios y en las Escuelas reales, y las instrucciones de 1884
relativas a la misma ensefianza.

«La division en dos ciclos de la ensefianza matematica
estd justificada, por una parte, por la naturaleza de esas
ciencias abstractas, y, por otra parte, por las diversas
aptitudes intelectuales que poseen los alumnos en sus eda-
des sucesivas.

La comprensién logica de las matematicas supone cierta
destreza de cdlculo numérico y de construccién geomé-
trica, cierto conocimiento intuitivo de las formas del es-
pacio, de sus relaciones y de sus leyes, que el Gimnasio
inferior tiene por fin dar, a fin de preparar para la en-
seflanza cientifica del Gimnasio superior, y dar accesoria-
mente conocimientos utilizables a los jovenes que entran
en la vida practica».

Véase, segtin las mismas pubklicaciones, los métodos que
conviene seguir en la ensefianza del Gimnasio inferior.

« Por mas que las matemadticas sean el tipo de una cien-
cia deductiva, el profesor deberd renunciar al empleo del
razonamiento deductivo que le es familiar y adaptarse a
la facultad de comprension de sus alumnos. Por induccion
deberd ir de lo simple a lo compuesto, de lo concreto a
lo abstracto, recordar que un enunciado general no sos-
tiene la memoria y no facilita el pensamiento si aquel no
estd penetrado de un contenido concreto y si no es adqui-
rido por un claro conocimiento de lo complejo que con-

La geometria euclidea se propone, coiao toda ciencia
deductiva, reducir a un minimo el numero de axiomas;
la geometria intuitiva no tiene que satisfacer a esta exi-
gencia. Muchas verdades geométricas son tan inmediata-
mente evidentes como los mismos axiomas euclideos; se
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simplificarda la enseflanza admitiendo sin demostracion
tales hechos adquiridos por la intuicion. Por ejemplo se
podra admitir que los dngulos formados por dos rectas.
por una recta y un plano, por dos planos, no cambian
cuando una de las dos figuras se desplaza paralelamente
a si misma. Se suplird la demostracion del teorema sobre
la normal a un plano observando que si un angulo recto
gira alrededor de uno de sus lados supuesio fijo, el otro
lado describe un plano. Se observard uua justa medida
en el aumento del numero de axiomas, haciendo notar
que no hay porque reemplazar una demostraciéon por un
axioma sino en el caso de que ella sobrepase la capaci-
dad de los alumnos. Las demostraciones verdaderamente
simples no deben ser excluidas de la ensefanza, pues,
gracias a ellas, el alumno se eleva, poco a poco, de la in-
tuicién inmediata a la comprensién légica. Para establecer
la igualdad de dos figuras, se utilizara, en lo posible, la
nocion de movimiento: traslacion, rotacion. Cuando teo-
remas, como el de Pitigoras, pueden ser demostrados tan
bien por una via puramente geométrica que por calculos
aritmeéticos, se preferird el primer método como mas in-
tuitivo,

Para despertar y sostener la intuicién inferior, el dibujo
es un auxiliar indispensable: muchos teoremas resultan
evidentes con el auxilio de una construccion. El dibujo no
es menos necesario en geometria que el calculo en arit-
mética, pues las aplicaciones més frecuentes de la geome-
tria dependen de la construccidon de las figuras, como las
de la aritmética dependen del ealculo. El dibujo tiene la
importante cualidad de ejercitar las manos y los ojos del
alumno, que aprende a servirse de lo regla, de la eseua-
dra, del compds, del doble decimetro, del transportador.
Para los jovenes alumnos convienen mds esos ejercicios
mecanicos que la ensefianza sistematica y ldégica. Por to-
das esas razones el dibujo debe ser objeto de un cuidado
particular y aun debe llegar a ser la base de la ense-
fianza de la geometria plana.
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La condicion esencial de una ensefianza fructuosa de
la estereometria es el empleo continuo de modelos que
realicen materialmente las formas del espacio que se
quieren estudiar. Los modelos de madera permiten hacer
las medidas exactas que sirven para el cdlculo de sus
superficies y de sus volumenes; la determinacién del
peso conduce al conocimiento de la densidad; una serie
de modelos hechos de la misma madera permite la com-
paracion de los volumenes y la verificacion de las fér-
mulas.

Las posiciones respectivas de los planos y de las rec-
tas pueden ser representadas por tableros de madera y
varillas de fierro. Los alumnos mismos pueden construir
modelos de cartén, dibujando su desarrollo. Cuando estan
suficientemente ejercitados en la concepcién exacta de las
figuras del espacio por el manejo de los modelos, se les
ejercita en representarlos por los dibujos en perspectiva.

En suma, se hace en Austria para la geometria lo que
en todas partes se hace para la aritmética. Nadie trataria
de enseniar la aritmética tedrica a nifios antes de que no
manejen perfectamente el cdlculo numérico. Los ejerci-
cios practicos de medida y de dibujo son de tanto pro-
vecho para preparar y sostener la ensefianza de la geo-
metria como lo son los de cdlculo practico para preparar
y sostener la enseiianza de la aritmética. No hay nece-
sidad de insistir sobre la utilidad de los conocimientos de
dibujo asi adquiridos y de su aplicacion a las artes.

IIT

CIRCULAR DEL CQNSEJO ESCOLAR DE LA BAJA-AUSTRIA DEL
10 DE MAYO DE 1907 A LOS DIRECTORES DE LAS ES-
CUELAS SECUNDARIAS.

«En estos tltimos tiempos ha sido propuesto en varias
ocasiones, transformar la ensefianza matemadtica en las
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escuelas secundarias superiores. Esas proposiciones tien-
den a desarrollar la intuicién del espacio y a introducir
la nocién de funcion y las primeras nociones del calculo
diferencial e integral; piden ejercicios y problemas toma-
dos de otros dominios cientificos y de la vida practica;
ademds se pide se tenga en cuenta los lazos entre las
matemdticas y otras materias, especialmente la fisica y
la geometria descriptiva.

Segun el decreto del 23 Abril 1907 el ministro de Cul-
tos y de Instruccion autoriza que se hagan ensayos en
ciertas escuelas medias, a fin de permitir el estudio de
la realizacion practica de esas proposiciones.

El consejo escolar tiene plenos poderes para confiar
esos ensayos, provisoriamente, durante el afio 1907-1908,
a aquellos profesores que se han ocupado de esas cues-
tiones y que poseen las cualidades pedagdgicas necesarias.
Aunque ellos tengan toda libertad en cuanto a los progra-
mas y a su extension, no deberan apartarse de los fines
de las diversas ensefianzas y en ningun caso sobrecargar
a los alumnos. .. .. »,

Como se ve, las autoridades escolares austriacas com-
prenden que hay motivo de reformar los programas de
acuerdo con los votos que fueron expresados en numero-
sas asambleas, tanto en la de los naturalistas y médicos
alemanes, como en las reuniones de los profesores mate-
maticas. Se sabe que en Francia esas reformas han sido
realizadas hace varios anos.

(Tomado de L'enseignement mathematigue, aiio 1907).
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LAS ESCUELAS REALES EN AUSTRIA

De L’ Enseignement mathematique—1910. )

I — Los nuevos planes de estudio

Existen en Austria, para la ensefianza secundaria supe-
rior, tres clases de establecimientos: los gimnasios cldsi-
cos, los gimnasios reales, y las escuelas reales. Siendo
casi iguales los programas de matematicas en esos esta-
blecimientos, nos limitaremos a reproducir los de la Es-
cuela real, que comprenden ademas la ensefianza del
dibujo lineal y de geometria descriptiva. Segun costum-
bre esos programas son acompafiados de observaciones
destinadas a indicar el espiritu con que deben aplicarse.

El tiempo . consagrado a las mateméaticas es de tres ho-
ras semanales en los primeros 7 afios de los gimnasios
clasicos y reales y de dos horas en el 8.0 afio. Conviene
agregar que en las clases superiores el numero de leccio-
nes por semana es 28 o 29.

Las escuelas reales comprenden 7 clases con 33 horas
de lecciones por semana en las superiores. El tiempo
consagrado a las matematicas, lo indica el siguiente es-
tado:

Clases

ESCUELAS REALES
I 1 II ] I | 1v | v VI Vi
Matemdticas. . . . . . . . .| 8 5 5 4 4 4(lersem.) 5
Dibujo lineal y geometria descriptiva || — 2 2 3 3 3(2.° sem.)[ 2

El decreto referente a las escuelas reales fué promul-
gado el 8 de Abril 1909. En la introduccion, insiste el
ministro de I. P. sobre la necesidad que habia de proce-
der a una revision de los programas de 1898 a causa de

19,
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los progresos realizados, no solamente en las diversas
ciencias, sino también en la manera de concebir la ense-
,hanza y sus métodos, siendo el caso principalmente para.
las matematicas y el dibujo.

PROGRAMA DE MATEMATICAS DE LAS ESCUELAS REALES
DE AUSTRIA — 1910

Objeto de la ensefianza — Conocimiento fundamental y-
practico de las matematicas elementales, comprendiendo-
la nocién de funcién y sus aplicaciones.

1.% clase — 5 horas semanales

Cdlcnlo — Lias 4 operaciones fundameutales sobre ente-
ros concretos y abstractos, limitindose al principio a nu-
meros simples y complicando gradualmente. — Cifras ro-
manas — Monedas del pais, pesas y medidas — Numeros.
decimales, considerandolos al principio segun el sistema
de posiciéon de las cifras, mas tarde como fracciones de-
cimales en correlacién con ejercicios preparatorios sobre-
el calculo de las fracciones (fracciones ordinarias cuyos.
denominadores estan compuestos de un pequefio ntmero
de factores primos, y aplicadas a ejemplos cencretos, sin
hacer uso de las reglas habituales de las fracciones, con-
sideradas como clase particular de los numeros)

Estudio del espacio — Ejercicio preparatorio sobre los
cuerpos geométricos, principalmente el cubo y la esfera,
ngo del compas, de la regla, de la escuadra, de la escala
de reduccion y del trasportador. — Medida y dibujo de
los objetos del local. — Se familiarizard a los alumnos
con las propiedades y relaciones de las figuras mds sim-
ples (angulo de 90.0, 600, tridngulos equidngulos, rectan-
gulos, equilateros, etc), rectas y planos paralelos y per-
pendiculares en las superficies y cuerpos solidos.

Superficie del cuadrado, del rectangulo, volumen del
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cubo, del paralepipedo recto, como aplicaciones del sis-
tema métrico.

2.* clase — 5 horas semanales

Cdlculo — Medidas y otros diversos temas. — Factores
primos de numeros simples al principio, complicando gra-
dualmente — Reglas generales de cdlculo de fracciones:
transformacién de fracciones ordinarias en fracciones de-
cimales y viceversa — Magnitudes directamente e inversa-
mente proporcionales (lo que conducird de la manera més
sencilla a la nocién de funcién) — Constante aplicacién
al calculo de los numeros decimales concretos en un do-
minio cada vez mas extenso—Calculo de intereses en los
casos més sencillos.

FEstudio del espacio — Simetria de las figuras del espacio
y de las figuras planas.— Estudio, por medio de constru-
ciones, de los pardmetros que determinan completamente
‘una figura plana (en lugar de las demostraciones de
igualdad ). Aplicaciones variadas a medidas en la clase,
y, siendo posible, al aire libre — Tridngtlos, cuadrilateros
poligonos ( principalmente regulares): circulos — Los pris-
mas rectos, piramides, cilindros y esferas que se relacio-
nan con esas figuras — Se estudiard la esfera de acuerdo
con las exigencias de la ensefianza de la geografia, que
se hace al mismo tiempo — Desplazamiento de las figuras
(su transformaciéon de forma y magnitud, resultante de
la variacion de los pardmetros).

Dibujo geoméirico— 2 horas consecutivas por semana.

Ejercicios continuos en el empleo de los instrumentos
de dibujo — Problemas de construccién, correlativos del
estudio del espacio, aplicaciones igualmente al dibujo de
ornamentos geométricos simples.

5.% clase — 5 horas semanales

Elementos de aritmética general como continuacion de
la ensenianza del célculo: enunciados de las reglas de
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calculo y representacion de esas reglas por medio de le-
tras, transformaeiones mdas sencillas, ejercicios de susti-
tucién (frecuentes pruebas de las operaciones generales
por la sustitucion de cifras en los datos y resultados).
Numeros negativos en las aplicaciones no artificiosas mas
sencillas (termémetro, barémetro, nivel de agua, escala
de Ios nimeros, etc).

Relaciones entre las superficies (comparacion, transfor-
maciones mas sencillas, férmulas de medida)— Volumen
del prisma recto y del cilindro — Medidas y compara-
ciones de los objetos de la clase, del jardin de la escuela
y, siendo posible, operaciones analogas al aire libre.

Teorema de Pitagoras, con abundantes demostraciones
intuitivas y aplicaciones a las figuras planas y a las fi-
guras del espacio mas simples (por ejemplo diagonal del
.cubo, altura de la pirdmide regular de base cuadrada).
Piramide, cono, esfera: superficie y volumen de esos
cuerpos (sin demostracion de esas formulas para la es-
fera).

Numerosas relaciones de la ensenanza aritmética y de
la geometria — Representacion grafica de las 4 operacio-
nes por medio de rectas: de las expresiones (a-}b)?
(a —b)2 (a-+b)(a—Db) (a-+b)s .. por medio de rec-
tangulos y cubos-— Extracciéon de la raiz cuadrada y de
la raiz cubica, en vista de los cdlculos de la geometria
plana y del espacio — Operaciones abreviadas — Estima-
cion de la exactitud a que se aspira basdndose sobre la
medida efectiva de los pardmetros de determinacion-—
Estimacion del orden de magnitud del resultado, compa-
racion de los resultados ce la evaluacion y del calculo,
por medidas y pesadas de modelos.

Nuevas ocasiones de desarrollar la idea de funcién:
variacion de las longitudes, superficies y volumenes de
los cuerpos, de las figurag y sélidos semejantes como la
1.a, 2.2 y 3.2 potencia, o como la raiz cuadrada y cubica
de los parametros de determinacién (ésto por conmsidera-
ciones indirectas, el dibujo a la nueva escala ). — Ecuacio-
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nes sencillas en cuanto ellas sean necesarias a los célcu-

los de geometria plana y del espacio de esta clase.
Dibujo geométrico — 2 horas consecutivas por semana.
Continuacion y desarrollo de los ejercicios de la 2.2 clases

4.% clase — 4 horas semanales

A'lgebm — Explicacion de las leyes concernientes a las
operaciones y de sus relaciones; ejercicios de transforma-
ciones aplicadas sobre todo a la resolucion de las ecua-
ciones, comprendiendo la prueba por la sustitucion de los
resultados (numéricos y algebraicos) en las ecuaciones
primitivas — Como aplicaciéon a la nocién de funcion se
hara observar la variacion de los resultados obtenidos
por el cambio de los elementos del cilculo — Estudio
mas a fondo del sistema decimal y ejercicios mas sim-
ples sobre otros sistemas — Medidas, multiplos, fraccio-
nes — Ecuaciones de 1.er grado con una y muchas incég-
nitas — Relaciones, proporciones — Ecuaciones de 2.0
grado, en cuanto ellas sean necesarias para la ensefanza
de la geometria plana — Representacion grafica de la fun-
cion lineal y su utilizacidn para ia resolucién de las ecua-
ciones de 1.er grado.

Geomelria plana — (Hasta la congruencia, comprendidas
sus aplicaciones) — Repeticion y desarrollo del campo pre-
cedente, con explicaciones de las definiciones y demos-
traciones que se aplicaran a ejemplos caracteristicos: el
resto del campo se tratard sobre todo bajo forma de pro-
blemas — Resolucién de problemas de construccion, segun
diversos métodos generales (también por medio de cons-
trucciones algebraicas) con exclusion de todos los proble-
mas que s6lo se resuelven por medio de artificios. Pro-
blemas de calculo concernientes al resto del campo de
estudio.
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5.* clase — 4 horas semanales

Algebra—Potencias y raices aplicadas a ejemplos no
artificiales — Ecuaciones de 2.0 grado con una incdégnita
(y las mas simples con varias incognitas) — Ecuaciones
de grados superiores, las mds ficiles, que se reducen sin
artificio a las de 2.0 grado— Numeros irracionales, ima-
ginarios y complejos, en cuanto resulten de la resolucion
de esas ecuaciones — Representacién grafica de la fun-
cion de 2.0 grado y su aplicacidén a la resolucién de las
ecuaciones de 2.0 grado — Logaritmos.

Geometria plana — Continuacion y fin del programa de
la 4.2 clase.

Geometria del espacio — Propiedades fundamentales del
angulo solido en general y del dngulo triedro en parti-
cular (dngulo polar)— Propiedades, superficie y volumen
del prisma (ecilindro), de la pirdmide (cono), de la esfera,
de sus secciones planas y de sus volumenes truncados.
Teorema de Euler, poliedros regulares.

6.2 clase — 1. semestre, 4 horas semanales — 2.” semestre, 3 horas semanales

A'lgebra— Ecuaciones, logaritmicas y exponenciales, las
mas simples — Progresiones aritméticas (de 1l.er orden),
progresiones geométricas; aplicaciones de estas ultimas,
especialmente al calculo de los intereses compuestos y de
las rentas.

Goniometria, trigonometria plana y esférica — Las funcio-
nes trigonométricas, su representacion grafica, utilizada
especialmente para hacer comprender las propiedades y
relaciones de esas funciones — Resolucién de los triangu-
los — Comparacion continia de los teoremas y métodos
de la trigonometria con los de la geometria plana y del
espacio — Principios de la trigonometria esférica, limitdn-
dose a las relaciones y formulas que intervienen en las
aplicaciones del resto del campo (en lo que se refierc al
tridngulo cualquiera, principalmente la ley de los senos
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y la del coseno) — Diversas aplicaciones de la trigono-
metria a los problemas de agrimensura, de geografia, de
astronomia, etc., en los cuales los parametros de deter-
minacién serdn, en lo posible, medidos por los mismos
alumnos.

7.* clase — 5 horas semanales

fflgebm—PermutacioneS, arreglos, combinaciones en los
casos mas simples — Binomio de Newton para exponente
positivo y entero — Primeras nociones del calculo de pro-
babilidades con aplicaciones a los problemas méas simples
del seguro de vida.

Geometria analitica — Se liga a las representaciones grafi-
cas hechas precedentemente de algunas funciones dadas—
Aplicacién del método analitico a las lineas de 1.0 y 2.0
orden, y ocasionalmente, indicacién de los procedimientos
geometricos aplicados a las mismas figuras.

Estudio mas profundo de los ejercicios de diferenciacion
y de integracion mas simple del campo de las matemati-
cas y de la fisica— Soluciones aproximadas de las ecua-
ciones algebraicas (v ocasionalmente de ecuaciones tras-
cendentes muy simples) por los métodos graficos.

Revision general del dominio entero de la ensefianza
matemdtica, principalmente de las ecuaciones y de las
progresiones, de la estereometria, trigonometria y geome-
tria analitica— Desarrollo mas profundo de ciertos temas —
Aplicaciones sobre los diferentes dominios de la ensefianza
y de la vida practica, mas bien que de los problemas pu-
ramente formalistas.

CONSIDERACIONES HISTORICAS Y FILOSOFICAS
Trabajos escritos — En todas las clases, tres pruebas por

semestre, ademas pequefios ejercicios para ser hechos a
domicilio entre las lecciones. En el caso de que al dia
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siguiente tenga lugar la leccidn se suprimira esa tarea
en las clases inferiores, y también en las superiores, a
menos de haber una tarde libre entre dos. Si se juzga
necesario, ejercicios hechos y corregidos en la clase.

PRINCIPALES TENDENCIAS DEL PROGRAMA MODERNO DE LAS
ESCUELAS REALES AUSTRIACAS

1. Adaptaciéon al desarrollo intelectual efectivo de los
alumnos.

2. Simplificacién del campo de estudio, por la trabazén
de las ramas que se relacionan unas con otras, especial-
mente la aritmética y la geometria.

3. Adaptaciéon del programa de matemaéticas a las ra-
mas correspondientes y a las aplicaciones de la vida
real.

4. Asimilacién de la idea de funcién, utilizando todas
las ocasiones que se presentan en la ensefianza mate-
matica, hasta el estudio de la variaciéon de una funcion
por medio del coeficiente diferencial.

5. Desarrollo de la intuicién geométrica, facilidad de
los trabajos manuales de los alumnos (construccion de
modelos, medidas, etc.).

6. Dejar de lado toda materia sin valor, o reconocida
como inutil del punto de vista diddetico.

El conjunto de la ensefianza matemdtica ha sido concebido
de modo que la ensefianza de los tres primeros afios consti-
tuye un estudio preparatorio de los niimeros hasta la inicia-
cion ‘del cdlculo liferal, o mismo qune un estudio preparaforio
del espacio por medio de representaciones geomélricas reali-
cadas por sus aplicaciones a las ofras ramas ( geografia, his-
toria natural, etc), vy a la vida ordinaria. La ensefianza de
estos tres primeros aiios tiene por objeto también familiarizar
a los alumnos con el empleo del lenguaje aritmético y geomeé-
{rico (omitiendo, sin embargo, las definiciones formales
prematuras ).
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A vpartir del 4.0 ano se tratar4 de la trabazén cienti-
fica, de las nociones y proposiciones individuales de la
aritmética y de la geometria (evitando sin embargo, una
representacion puramente deductiva ). Se desarrollard poco
a poco la nocién de funcién y sus aplicaciones.

Quedan por hacer algunas observaciones relativas a
cada clase particular.

Ya a partir de la ensefianza del cdlculo de los dos pri-
meros afios se exigird la sequridad en el cdlculo de los nii-
meros cuya necesidad se hace sentir igualmente en los grados
superiores de la ensefianza malémdtica — Los principios del
cdlculo deberdn adguirirse por medio de e¢jemplos sencillos
sobre niimeros pequerios, perfeccionando después el cdlculo me-
cdnico por el empleo de nimeros algo mayores,; después de
lo cual el cdlculo sobre los valores mayores se hard sin difi-
cultad en tercer afio mediante lo utilizacion de las potencias
(de base 10).

No se introducird el cdlculo abreviado anfes de la 3.2 clase,
(3.7 ano ), pues sdlo d partir de ella tiene aplicacion.

El alumno podrd entonces, tan a menudo como sea posible,
medir los pardmetros de determinacion (lados, dngulos, did-
metro del circulo, efc. sobre figuras dibujadas por €l mismo,
podrd darse nna idea de la exactitnd, con frecuencia poco
considerable, de las magnitades dadas y de las calculadas y
sobre la posibilidad de despreciar decimales en vista del grado
de precision a que se aspira.

Las razones y proporciones no son utiles sino a partir
de la planimetria del 5.0 afio: bastara, por lo tanto, que
se trate algunas de sus propiedades en la ensefianza de
la aritmética del cuarto afio, y ocuparse de las propor-
ciones en particular en el estudio de las ecuaciones. Por
lo contrario tal necesidad no se hace sentir en lo que
concierne al programa de la 2.a clase, en la cual los cal-
culos simples y compuestos que se estudian al fin del
afio permitiran llegar a los resultados de una manera mas
simple y mads clara que pasando por las proporciones.

Kl estudio del espacio de la 3.a clase (tercer afio) con-
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duce a los prismas rectos y a los cilindros, en correspon-
dencia con las figuras planas. Sera conveniente determi-
nar las superficies calculadas por las pesadas de los
prismas rectas y cilindros que les corresponden, e inver-
samente medir directamente sobre esos modelos los pa-
rémetros de determinacién necesarios para ealcular esas
superficies.

La ensefianza de la aritmética en la 4. clase ( cuarto afio)
renuncia completamente a la llamada introduccion cientifica
de la aritmética. Se la reemplazard ventajosamente conside-
rando las relaciones que existen entre las diversas-operacio-
nes por la resolucidn de las ecnaciones de determinacion,
inversas después por trasposicion mecdnica. Tales oplicaciones
permitirdn a los alumnos comprender mucho mds fdcimente
las numerosas relactones ldgicas de los principios y de las
leyes de la aritmélica que por abstracciones prematuras.

La geometria plana del 4.0 y 5.0 afio deberd tratarse de
un modo andlogo, no debiendo darse las demostraciones rign-
rosas mds que para nn pequeiio niimero de teoremas, haciendo
sentir al alumno la necesidad de tal demostracidn. Para la
mayor parte de los feoremas bastard sefialar al alumno la
razdn de la exactitud de la proposicidn, sin insistir especial-
mente para los gue le parezcan mds o menos evidentes (como
la relacién del angulo central con el arco que comprende,
y muchos otros). En todos los casos se evitara cuidado-
samente obscurecer las verdades geométricas por un puro
formalismo.

Los principios y leyes concernientes a la posicion reci-
proca de las rectas y planos se trataran en la geometria
descriptiva (en parte también en el curso preparatorio)
y no en la ensefanza sistematica de la estereometria. Si
se renuncia asi a tratar en detalle la congruencia y sime-
tria de los triedros, una vez que los alumnos hayan hecho
uso de los conocimientos adquiridos en una ensefianza
precedente ( especialmente en la geometria descriptiva) el
programa de estereometria de la 5.2 clase (5. afio) po-
dra hacerse sin ningin apuro en un semestre, tanto mas



Anales de la Universidad 291

que la ensefianza de la trigonometria prevé numerosas
aplicaciones estereométricas. Pero la ensefianza sera con-
siderablemente simplificada cuando se tenga mas en cuenta
los estrechos lazos que unen la estereometria con la geo-
metria descriptiva, y esto permitira evitar muchas repe-
ticiones.

Se dedicara un afio completo a la goniometria y trigono-
metria, estudio que presenta también numerosas aplica-
ciones de geometria plana y del espacio. En cambio no
habra que perderse en las transformaciones goniométri-
cas complicadas o en problemas trigonométricos cuya re-
solucion exija artificios.

La introduccion de las funciones trigonométricas debera
hacerse por medio de problemas practicos de planimetria
en particular sobre el tridngulo rectiangulo, limitdndose
desde luego al dngulo agudo. Después de haber adquirido
las férmulas fundamentales se las aplicard inmediata-
mente a la resolucion del tridngulo rectangulo: so6lo des-
pués de esto se continuari la geometria.

Respecto de los calcnlos numéricos serda conveniente
limitarse al principio 4 los valores naturales de las fun-
ciones (algunos de los cuales se hallan con el auxilio de
triangulos rectingulos ) y no utilizar los logaritmos de esas
funciones mds que para los problemas que resueltos de
otro modo exigirian cdlculos complicados.

El programa de trigonometria esférica debera ligarse
de una manera mas efectiva & las nociones y conside-
raciones sobre el dngulo solido y la esfera estudiados en
estereometria. -Este programa se comprenderd en el de
trigonometria ordinaria en relacion con el estudio del
triangulo plano (en parte también con el del tridngulo
rectangulo ).

Se insistird mucho mas sobre los medios de adquirir
una gran seguridad en la resolucion de las cuestiones de
estereometria esférica, mas que sobre la adquisicién de
formulas pnemonicas complicadas, cuyo empleo no seria
ventajoso sino en problemas que salen del cuadro de la
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actividad escolar. Se limitara al principio del seno y del
coseno, y si por acaso el alumno estuviera obligado 4
procedimientos un poco largos para llegar 4 la solucion
de un problema, siempre habria menos empleo de energia
y de tiempo que en adquirir todo aquel conjunto de for-
mulas.

- En el estudio de las potencias y de las raices bastard
indicar los pocos principios simples que justifican las fér-
mulas, evitando las demostraciones extensas de los dife-
rentes teoremas.

El estudio de la funcién logaritmica se harda de una
manera mas comoda por la representacién grafica mas
bien que por las tablas. En cuanto al punto de vista teo-
rico debe insistirse sobre la utilidad de los logaritmos y
del habil empleo de las tablas (de cuatro o de cinco de-
cimales).

Aunque en el programa sélo se indica el estudio de
las funciones que se encuentran en la enseflanza mate-
madtica propiamente dicha, se trataran igualmente funcio-
nes empiricas que particularmente se presentan en la en-
sefianza de la fisica, y de su representacion grafica por
medio de curvas (superficies ). De este modo los alumnos
se daran cuenta del rol de las matemaiticas en los feno-
menos naturales.

El estudio de la geometria analitica se encuentra am-
pliamente preparado por las representaciones graficas de
las funciones hecho precedentemente; de modo que, desde
luego, sélo se trata de una recapitulacion general. Se
podra después consagrar mayor atencion a las secciones
conicas, tanto mdas cuanto que este estudio se liga na-
turalmente a las representaciones grificas referentes a
las ecuaciones de segundo grado.

El programa del grado superior comprende un ntimero
relativamente restringuido de temas nuevos y una revi-
sion general de todo lo estudiado en los afios preceden-
tes. Esta revision no debe consistir solamente en una
especie de apéndice; la recapitulacién de la aritmética,
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por ejemplo, se hard bajo forma de un estudio general
de las ecuaciones con las representaciones grificas que
a ellas corresponden. Después, con motivo de la repeti-
cion de las progresiones, se- introducird la teoria del
binomio y de las combinaciones, con la cual tienen rela-
cién. El repaso de la geometria analitica se hard de un
punto de vista general, considerdndola como una exten-
sién de las relaciones ya hechas familiares a los alumnos
por las representaciones graficas.

Debe recomendarse el calculo mental en todas las cla-
ses, la valuacién de las relaciones de magnitudes y el
calculo de los numeros particulares A fin de que los
alumnos adquieran cierta habilidad en el calculo, es util
que los profesores de las diversas materias se entiendan
para adoptar un lenguaje y notaciones uniformes.

En todos los grados inferiores, es de absoluta necesidad
dejar de lado las definiciones formales de las primeras
nociones de matematicas; y aun en los grados medios y
superiores, debera procederse con gran precaucién, sobre
todo para las nociones completamente generales y primi-
tivas, como la recta, el numero, la magnitud. Mas facil
sera darse cuenta de si el alumno ha comprendido el al-
cance de esas nociones, por el empleo que de ellas hara
en numerosas aplicaciones, mas bién que haciéndole re-
petir definiciones aprendidas de memoria.

Se ve que las precedentes observaciones combaten
vivamente toda formacion exagerada en la ensenanza
matematica; ellas se dirigen también, y muy especial-
mente, & la manera de introducir en la ensefianza el co-
ciente diferencial. No se trata absolutamente de la dife-
renciacion sistematica de las funciones elementales. Esos
primeros principios de diferenciaciéon (y de integracion)
deben hacerse principalmente bajo forma de aplicaciones
de lo precedentemente estudiado; no deberan presentarse
como cosa completamente nueva, tanto mas que el alum-
no ya se habra formado una idea de esos principios en
la ensefianza de la fisica, 4 propodsito de la velocidad y
de la aceleracién.
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No debe, pues, considerarse este capitulo como una
nueva carga para el alumno, sino como un medio de pro-
fundizar y por esto mismo de simplificar el campo pre-
cedente.

La eleccién apropiada de los problemas es de una
importancia capital en los resultados de la ensefianza
matemadtica. Problemas muy dificiles 6 demasiado faciles
podran perjudicar esos resultados y muy especialmente
deberan evitarse todos los ejemplos puramente formalis-
tas, las operaciones complicadas, las construcciones y
calculos de tridngulos cuyos parametros de determinacion
son poco comodos, la resolucién de ecuaciones por medio
de artificios, etc.

Deben mdas bien tratarse aquellos problemas que se
relacionan con las diversas materias de la ensefianza y que
se presentan en la vida corriente.

Se consagrara 2 horas por semana al dibujo geométrico,
en la segunda y tercera clase. Se tratard, ante todo, de
adquirir una gran habilidad en el dibujo, lo que es igual-
mente muy importante para la geometria descriptiva de
los grados superiores. Los resultados dependen en gran
parte de la eleccién de los ejercicios. Para el texto se
empleard la escritura redonda y para las figuras los ca-
racteres de imprenta.

Respecto del tiempo a consagrar a la aritmética y a
la geometria se dispondra en forma de que el estudio del
espacio en la primera clase se inicie cuatro semanas des-
pues del principio del afo escolar. A partir de este mo-
mento, hasta finalizar la cuarta clase, se consagrard una
hora por semana a la geometria; a partir de la quinta
clase, se dividira igualmente el tiempo entre la aritmé-
tica y la geometria, ordinariamente en forma alternativa.
En la segunda y tercera clase, el dibujo geométrico debe
ser ensefiado por el profesor de matemaética sin dejar de
ser considerado como asignatura separada.
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v

DIBUJO GEOMETRICO (1) Y GEOMETRIA DESCRIPTIVA EN LAS
ESCUELAS REALES

Grados inferiores

Fin de la ensefionca.—Habilidad en el dibujo lineal y
en la ejecucion de los problemas de construcciones geo-
métricas; representacion de objetos simples por proyec-
ciones.

2.a Clase.— 2 horas semanales — En correlacion con el
calculo y el estudio del espacio (véase el programa de
matematicas ).

3.4 Clase.— 2 horas semanales — En correlacién con la
aritmética y la geometria (véase ¢l programa de mate-
maticas ).

4.2 Clase. — 3 horas semanales — Representacion de las
secciones conicas basandose sobre las propiedades de sus
focos. Tangentes en un punto sobre la curva, y por un
punto exterior. Relaciones de posicién. Dibujo de la base
y de la elevacion de cuerpos simples en posiciones par-
ticulares relativamente a los planos de proyeccion v tra-
tando de desarrollar la faz intuitiva. Familiarizacion de
las nociones de proyecciones horizontales y verticales de
puntos, lineas, etc. Determinaciéon de la longitud y de la
inclinacién de rectas y de la forma de figuras rectilineas
situadas en los planos de proyecciéon. Representacion de
cuerpos poliédricos por rotacion, en posiciones sucesivas.
Elevacion y proyecciones oblicuas de esos cuerpos; cons-
trucciones simples relativas a sus sombras (sombra al
sol ).

(1) Dibujo geométrico en los grados inferiores (2.° a 4.0 aiio), geometria des.
criptiva en los grados superiores (5.° a 8.° afio).
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Grados superiores

Fin de la enseiianza. — Conocimiento de las principales
leyes y de los principales teoremas del método de pro-
yecciones ortogonales y de los principios fundamentales
de la proyeccion oblicua y de la perspectiva, compren-
diendo sus aplicaciones a la representacion de objetos
técnicos simples.

. 5.8 Clase.— 3 horas semanales — La ensenanza estd es-
trechamente ligada a la de la 4.2 clase; ejecucion sistema-
tica de los principales problemas de geometria deserip-
tiva sobre el punto, la recta y el plano por medio-de las
proyecciones vertical y horizontal, y de otras proyeccio-
nes laterales. Aplicacion de esas construcciones a la reso-
lucién de diversos problemas, en particular a la repre-
sentacion de prismas y piramides regulares de forma y
posicion dadas, con sus sombras; a la obtencién de sec-
ciones planas, de prismas, piramides y de otros cuerpos
de superficies planas; interseccion de esos cuerpes y de-
terminacion del solido comun en los casos mas simples.

6.a Clase.—3 horas semanales — Representacion del
circulo en proyeccion normal, sombra arrojada sobre pla-
nos en el caso de que el foco de luz sea el sol. Proyec-
cién oblicua del circulo. Principales propiedades construc-
tivas de la elipse considerada como proyeccién normal u
oblicua del circulo, deducidas de las propiedades corres-
pondientes del circulo. Representacion de cilindros y de
conos (principalmente de cilindros y conos de revolucion)
y de otros cuerpos compuestos, igualmente en proyeccio-
nes oblicuas. Planos tangentes a las superficies cdnicas y
cilindricas. Secciones planas, entrelazamientos y penetra-
cion de esas superficies. Construccion de sombras siendo
el sol foco de luz. Estudio mas profundo de las seccio-
nes planas del cono de revolucion; deduccion de las pro-
piedades constructivas mds importantes de esas secciones.

Representacion de la esfera, de sus secciones planas y
de sus planos tangentes; construccién del limite de la
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sombra propia y de la sombra arrojada, sobre planos,
siendo foco el sol y siendo foco una luz préxima.

7.2 Clase. — 2 horas semanales — Representacion de las
superficies de revolucion cuyos ejes son perpendiculares
a uno de los planos de proyecciéon, planos tangentes y
seccion plana.

Las nociones fundamentales de la perspectiva, en tanto
cuanto sean necesarias a la representacién de un objeto
desuparicies planas dadas por sus proyecciones nor-
males.

Repeticion y conclusién del programa de geometria
descriptiva, con el auxilio de problemas generales que
ofrezecan también un interés practico.

A partir de la 4.2 clase se haran pequefios ejercicios a
domicilio (sobre cuaderno) semanalmente.

OBSERVACIONES

n) Este programa de la enseflanza de la geometria
descriptiva, nos dice que se busca no solamente desarro-
llar cierta habilidad de construccién, indispensable en los
estudios de las escuelas técnicas superiores, sino sobre
todo un conocimiento profundo de las representaciones del
espacio, que si es necesario en las escuelas superiores, lo
es también en la vida practica. Se alcanzara este fin in-
sistiendo mas sobre la representaciéon de los cuerpos, y
ligando los problemas de construccion a esta representa-
cién. No habra que limitarse solamente a considerar las
principales formas que se tratan en estereometria, sino
que también se tratardn las formas de cuerpos que ofrez-
can un caracter técnico. La geometria descriptiva en la
ensefianza de las escuelas reales, debe ser algo mas que
un simple método de resolucién de problemas puramente
teorico de estereometria; es preciso, sobre todo, que los
alumnos se den cuenta del valor de esta materia, en lo
que concierne a la vida practica.

20 M.
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Para realizar este fin, es necesario insistir sobre la re-
presentacion intuitiva del espacio, y no sobre que los
alumnos aprendan de memoria diversos métodos de cons-
truccién. Solo hay un pequeiio nimero de construcciones
fundamentales, que intervienen frecuentemente, como la
determinaciéon de la longitud de una recta, el rebatimiento
de un plano, etc., sobre los cuales habrad que detenerse
mis; se tratard de ejecutarlas de la manera mas rapida
y con el menor numero posible de lineas. Para las demas
construcciones, se dejara mayor libertad al alumno, quien
podra escoger un método mas largo, con tal que conduzca
al resultado que se desea.

Cada construcecidn debe ser acompaiiada de explicacio-
nes referentes a la correspondiente figura del espacio.
Procediendo asi el alumno se dard cuenta poco a poco,
que es la figura del espacio lo que desempefia el rol
esencial.

Hay qune acordar una gran atencién a la enseianza
del dibujo, teniendo en cuenta las pocas horas de que se
dispone. El profesor tratard de perfeccionar a los alum-
nos en el empleo de los instrumentos de dibujo, de la
regla v de la escuadra y predicard con el ejemplo. Debe
recomendarse, muy especialmente, que el profesor ejecute,
ordinariamente él mismo, las figuras en el pizarrén, tan
bien como sea posible, con el auxilio de la escuadra y
el compas. El dibujo a pulso en el pizarrén, debe evi-
tarse en lo posible. El alumno debe, en efecto, darse
cuenta que esas figuras no son simplemente una repre-
sentacion de las figuras del espacio como las que se des-
tinan a la demostracion de los teoremas de geometria,
sino que los resultados, en lo que concierne a su forma
y dimensiones, ofrecen una gran importancia, y que tales
dibujos reemplazan con frecuencia cdlculos complicados,
y a veces de imposible ejecucion. La consideracion de
la escala de reduccion, segin la cual son representados
los objetos reales, contribuira a desarrollar esta idea. Por
medio de ejercicios de dibujo se desarrollara el trabajo
individual.
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Con el objeto de exponer su materia de una manera
clara, el profesor sélo deberd hacer uso de expresiones
de facil comprensiéon y que verdaderamente ofrezcan una
utilidad directa. La cuestiéon de las notaciones tiene igual-
mente su importancia, y sobre ella deberd entenderse
con los profesores de matemadticas, pues que ambas ra-
mas ofrecen numerosos puntos comunes.

b) 4.2 Clase.— Para hacer concebir a los alumnos las
nociones de plano y de elevacion, se colocara un para-
lelopipedo rectangulo, de modo que una de las caras sea
paralela al piso, y otra al pizarron, haciéndolo dibujar
por cada alumno, en la posicién en que lo vea, después
como lo veria un alumno colocado en el fondo de la
clase, y finalmente como lo veria un alumno colocado a
gran distancia, mirando perpendicularmente al plano del
pizarrén. Se supondra que el cuerpo sea transparente. De
esta manera, el alumno llega a considerar la elevacién
de un cuerpo como su imagen, tal como lo veria un ob-
servador colocado a muy gran distancia del pizarrén
y mirando perpendicularmente a éste. Se procederd de
la misma manera para la nocién de plano. Se hari en-
seguida ejecutar las proyecciones de prismas y pirdamides,
y de cuerpos compuestos de prismas y pirdmides, des-
pués de cilindros y conos de revolucién, y de esferas,
en las posiciones mas simples relativamente a los planos
de proyeccion, utilizando modelos, si fuera necesario. Se
obtendran de esta manera las proposiciones més simples
relativas a las proyecciones de las rectas y de las super-
ficies. Es solo después que los alumnos hayan adquirido
una seguridad suficiente en la ejecucion de esos dibujos
intuitivos, que se les iniciara en su concepcion puramente
geométrica, observando que los dibujos geométricos nunca
corresponden exactamente a los objetos tales como se les
observa.

Se obtendra la rotacién de un cuerpo alrededor de un
eje perpendicular a uno de los planos de proyecciéon (asi
como un desplazamiento paralelo a uno de esos planos)
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utilizando la ley sobre las distancias de un punto a los
planos de proyeccion. Repitiendo esta rotacion dos o tres
veces, sirviéndose alternativamente de ejes perpendicu-
lares a los dos planos de proyeccién, podra hacerse que
un cuerpo ocupe una posiciéon cualquiera, relativamente
a esos planos, y obtener asi una representacion del cuerpo
que permita facilmente concebir su forma.

Se obtendrd el mismo resultado por medio de proyec-
ciones laterales, es decir, por proyecciones normales sobre
los planos perpendiculares a los primitivos planos de
proyeccién. Por este procedimiento, aprende ademis el
alumno un importante principio de construccion que le
servira para la resolucién de problemas ulteriores. Por
lo demads, es preciso, desde luego habituar a los alumnos
a considerar las proyecciones vertical y lateral como un
sistema de proyecciones normales, al mismo titulo que
las proyecciones vertical y horizontal.

Un excelente medio para dar a los alumnos una repre-
sentacién clara de un cuerpo, dado por un sistema de
proyecciones ortogonales, es de hacerles dibujar en pro-
yeccion oblicua. Supongamos el cuerpo, o el sistema de
ejes trirectaingulos que le corresponde, colocados al prin-
cipio paralelamente a los planos de proyeccion; para de-
ducir de él una proyecciéon oblicua, bastard saber que
las aristas paralelas se proyectan paralelamente y son
reducidas en la misma proporciéon. El profesor tampoco
debe titubear en hacer ejecutar dibujos por la axono-
metria oblicua general, para los cuales la representacion
de los ejes y las relaciones de reduccion son escogidas
arbitrariamente. No hay que decir, respecto de esto, que
no habra que detenerse en la demostracion del teorema
de Pohlke, que justifica ese procedimiento. Asi apren-
derd el alumno a conocer la manera de obtener esas
figuras explicativas, que son de un empleo tan frecuente
en las diferentes materias de la ensefianza.

Se aplicard también las proyecciones laterales y obli-
cuas y los trazados de sombras a objetos técnicos simples.
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Las nociones y proposiciones de la estereometria, que
son necesarias para el estudio de las proyecciones, encon-
traran igualmente colocacién en el programa de este afio.
No es necesario, sin embargo, dedicar demasiado tiempo
a la parte que se refiere a las relaciones de posicién de
las rectas y planos, pues quizé con ello pudiera afectarse
el interés de los alumnos. Es preferible estudiar desde
luego los cuerpos del espacio, en el cual tales relaciones
intervienen, y hacer sentir enseguida la necesidad de una
definicion exacta de esas relaciones. No serd necesario, sin
embargo, introducir de golpe esas nociones y proposicio-
nes, pero se presentaran a medida que su utilidad se
haga sentir.

5.a Clase.—Es en esta clase que se hace la introdue-
cidn sistemdtica a la geometria descriptiva; al principio
habrid que fundarse constantemente sobre el estudio he-
cho en la 4.2 clase, después se pasari poco a poco a
procedimientos mas abstractos. No habri, pues, que de-
tenerse mucho tiempo, al empezar, en las diversas posi-
ciones del punto en los cuatro diedros. Se considerard
la construccion de las trazas de una recta como un caso
particular de la intersecciéon de una recta y de un plano
proyectante (dado por una traza). Los planos no pro-
yectantes se determinardn por dos rectas cualesquiera, o
por un tridngulo, o por un paralelogramo, mas bien que
por sus trazas, y las construcciones se ejecutardn por
medio de las principales del plano (lineas de nivel y
lineas de frente) y no por las trazas. KEsta manera de
representar un plano es mas intuitiva que si se usan las
trazas, conduce menos ficilmente a confusiones, y se re-
laciona al dibujo técnico practico, en el cual puede de-
cirse que no se emplean las trazas.

En lo concerniente a los capitulos sobre las relacio-
nes de los puntos, rectas y planos, habrd que limitarse
a tratar en detalle los problemas fundamentales de un
modo tan claro como sea posible, y se considerard los

D)

otros problemas como ejercicios, sin llevar demasiado
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lejos el examen de los casos particulares. Una vez re-
sueltos los problemas fundamentales, se ensefiaran inme-
diatamente las aplicaciones relativas a los cuerpos de
superficies planas, que no seran tratados separadamente.
Por el empleo de proyecciones laterales se simplificard
considerablemente la resolucion de muchos problemas.
Es preferible no tratar los triedros en esta clase: se re-
petirdn y completaran las proposiciones de estereometria
necesarias a medida que ellas se utilizan.

7.2 Clase— En esta clase ge trataran los complementos
siguientes:

Proposiciones principales de la proyeccién acotada, si
ya no se las traté en la H.a clase; examen de algunas
aplicaciones practicas, los triedcos (empleando el dngulo
polar) y resolucion grifica de los tridngulos esféricos;
principios relativos a la representacién axonométrica or-
togonal de los cuerpos y la proyeccion estereografica,
ejecucion del tornillo.

Como aplicaciones utiles, debe recomendarse la cons-
truceién de cuadrantes solares y la representacién orto-
gonal de las esferas terrestre y celeste con sus princi-
pales circulos, no siendo vertical el eje.

VI

LA ENSENANZA MATEMATICA EN LAS ESCUELAS REALES
DE AUSTRIA

( Extracto del informe destinado a la Comisién Interracional de la enseflanza
mateméitica)

A.—Fin de la ensefianza matemdtica — Materias de estudio

La introducciéon da una relacion sucinta de las trans-
formaciones que ha experimentado la Escuela real, desde
su fundacion (1851), bajo la influencia de las necesida-
des de la industria. En las condiciones actuales de las
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escuelas reales, la ensefianza matemaética tiene por fin la
practica de las matematicas elementales, comprendiendo
la nocidon de funcién, como preparacion a las escuelas
superiores: no debe tener en vista una cultura especial,
sino contribuir al desarrollo general del espiritu por la
ciencia.

Los programas vigentes, del 8 de Abril de 1909, que
reemplazan los de 1899, tienen las siguientes tendencias:
1. Adaptacion al grado de desarrollo de los alumnos.

2. Simplificacion de los cursos, por un contacto mds
estrecho entre diversas ramas, especialmente para todos
los grados entre la aritmética y la geometria.

3. Adaptacién completa de los estudios matematicos a
las ramas de ensefianza correspondiente, y a los diversos
dominios de aplicacion.en la vida corriente.

4. Comprension de las relaciones funcionales, desarro-
lladas por la ensefianza matematica.

5. Cultivo de la representacion del espacio, apoyado
sobre una actividad manual correspondiente (confeccion
de modelos, medidas, ete.).

6. Supresion de los temas o asuntos anticuados, o re-
conocidos faltos de interés didactico, de los detalles insig-
nificantes, y de muchas repeticiones, y de las llamadas a
partes separadas del programa. Las tareas han sido sim-
plificadas y se proponen tres deberes en el semestre
(antes eran cuatro). Las disposiciones relativas a las
tareas o deberes a domicilio, dadas de una leccién a otra,
no han cambiado.

B.— Métodos de la enseianza matemitica

Metodo para la ensefianza de la aridméfica. — Ademas de
las numerosas obras que tratan del método de ensefianza
de las matematicas, el profesor encontrara direcciones
muy acertadas e instrucciones didacticas en la publicacién
que aparecié con motivo del «proyecto de organizacidn de
los gimnasios y escuelas reales austriacas » del afio 1849, por
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el doctor Marenzeller, después, en las musfrucciones para
la enseiianza en las escuelas reales de Ausiria, aparecidas
con los programas de estudio de 1879 y 1899. Esas ins-
trucciones contienen indicaciones preciosas respecto de la
ensenanza en todas sus ramas. Contienen observaciones
preparatorias sobre el objeto y fin de esa ensefanza,
sobre el programa en general, sobre los exdmenes, sobre
los ejercicios que deben hacerse a domicilio y en la es-
cuela, sobre los textos; explican, en una parte especial,
las materias de instruccion, descriptas sumariamente en
el plan de estudios, y dan indicaciones diddcticas sobre
su ejecuciéon practica. No son normas fijas, invariables,
que restringen la individualidad del profesor: «no tienen
por fin reglar de ninguna manera la marcha de la ense-
fianza, o de limitar al profesor experimentado en el campo
de su experiencia ». El profesor encontrard consejos que
le permitiran evitar tanteos y errores. Los principios del
nuevo programa de estudios de las escuelas reales han
sido explicados por «observaciones » especiales, y com-
pletan asi, en parte, las instrucciones de 1899.

Las instrucciones de 1899 y las observaciones respecto del
programa normal de estudios de 1909 (antes reproducidos)
constituyen la base de la exposicién de los métodos, en
el informe del profesor Bergmann.

El fexto y el libro de ejercicios. — La ensefianza de la
aritmética y de la geometria, se ofrece segun un texto
claro y metédico. lste, sin embargo, es poco empleado
en las lecciones. Siguiendo la exposicion en el pizarrén,
cada alumno reproduce en un cuaderno todos los teore-
mas, las reglas y los ejemplos enunciados. Este cuaderno,
cuidadosamente contraloreado, constituye la base de la
ensenanza, de la cual es la fiel reproducecién.

En las clases inferiores, el texto es principalmente un
libro de ejercicios con nociones concisas y cortas reglas.
Mas cientifico en las clases superiores, contiene todos los
teoremas y los ejercicios necesarios, que el alumno con-
sultard coino guia prictica cuando lo necesite.
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Ejercicios a domicilio. — Deben estar al alcance de todos
los alumnos; se dan de una leccidén a la siguiente, segun
los problemas hechos en clase. Al principio de la leccion,
el profesor recorre y verifica algunos de los cuadernos
de ejercicios, interroga a varios alumnos, sea preguntin-
doles resultados, sea haciéndoles resolver en el pizarrén
el ejercicio, variando los datos.

Modelos para la ensefianza geométrica. — La observacion
y el modelo constituyen la base de la ensefanza, en el
grado inferior. Un cubo, de unos 25 centimetros de lado,
sirve para la teoria de las formas, como punto de partida
de la ensenanza por los ojos: podrd ser formado por va-
rillas de madera y un cuadrado de carton.

El compds y el libro de clase dan el 4ngulo en el plano
o en el espacio. Los diversos tridngulos, cuadrilateros,
poligonos, circulos y sectores, con las alturas, diagonales,
lineas de simetria y didmetros, se hacen con planchuelas
recoitadas, que se utilizan del mismo modo que un mapa
mudo de geografia. Modeles de pirdmides y de prismas
(de unos 30 centimetros de altura); de la pirdmide trun-
cada de base cuadrangular, con su complemento, del ci-
lindro y del cono circulares y de sus derivados, del cono
truncado con su complemento, de la esfera, de la semi-
esfera, de las secciones, segmentos y sectores de la esfera.

Modelos de madera o de alambre para la segunda clase
representan dos puntos, dos lineas o dos tridngulos simé-
tricos con relacién a una recta o a un plano, el cubo, el
prisma cuadrado, la piramide cnadrada, con sus planos
simétricos, en fin la esfera con ecuador, paralelos y me-
ridianos. El triedro y su origen, los dngulos congruentes,
las piramides y prismas rectos y oblicuos, los conos y
cilindros, asi como los poliedros regulares son represen-
tados por modelos de madera o de cartén.

En la tercera clase, se utilizan, por ejemplo, modelos
para figuras equivalentes en superficie, tales como para-
lelogramos, tridngulos, trapecivs, rectdngulos; para el
teorema de Pitdgoras; para el principio de Cavalieri;
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para la férmula del cubo, de las pirdmides, para la des-
composicion del prisma triangular; para la superficie del
cuadrado; para el volumen de un cubo, del cual se du-
plican o triplican el lado o la superficie de la cara. En
las clases superiores los modelos se reemplazan por la
perspectiva y por las proyecciones. Para la trigonometria
esférica se utiliza un gran globo, sobre el cual se puede
dibujar con tiza.

Los aparatos de las colecciones reservadas a la ense-
nanza de la fisica sirven también para la representacion
de los problemas de astronomia.

C.—Exdmenes

Examen de ingreso.— Es el primer examen que tienen
que pasar los nifios de 10 afios que ingresan en la es-
cuela real.

El examen de calculo escrito y oral comprende los nu-
meros (escritura y lectura), las cuatro operaciones fun-
damentales, con numeros enteros y decimales sencillos.

Exdmenes de orientacion y de clasificacion. — La adminis-
tracion de la ensefianza publica establecid, en la orde-
nanza de 11 de Junio de 1908, prescripciones para un nuevo
reglamento de exdmenes con el objeto de simplificar las
pruebas y las clasificaciones.

Los examenes impuestos en las escuelas medias son
los de orientacion y de clasificacion. El objeto principal de
los primeros es el trabajo en comun; por el profesor y
sus alumnos, de las materias ensefiadas. El examen de
orientacion permite rever atentamente las diversas lec-
ciones, considerarlas de diversos puntos de vista, ligar-
las entre si y repartirlas concurrentemente.

El examen de clasificacién, por lo contrario, que se
presta después del estudio completo de nn tema, permite al
profesor juzgar de los conocimientos adquiridos por el
alumno, principalmente del punto de vista cientifico.

Examen de madurez. — El fin principal de este examen
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es la prueba de la madurez y del desarrollo suficiente
de la inteligencia, que permita principiar estudios cien-
tificos tales como los de las escuelas técnicas superiores.
Mientras que los exdmenes de clasificacion tratan de es-
tablecer en qué medida poseen los alumnos una parte
determinada de las materias ensenadas; el examen de ma-
durez, por lo contrario, abraza el conjunto de los cono-
cimiertos adquiridos por el alumno en la Escuela Real
Superior.

El nuevo decreto concerniente a los exdmenes es de
29 de Febrero de 1908. Insiste sobre el fin del examen
de madurez, que no debe ser un examen sobre las cues-
tiones de detalle, sino unicamente sobre la cultura gene-
ral adquirida, sobre el desarrollo intelectual alcanzado
por el candidato.

La comisién de examen se pronuncia segun la impre-
sién de conjunto de las pruebas orales, que son precedi-
das de pruebas escritas y teniendo en cuenta las notas
trimestrales del ultimo afio. Cuando un candidato es desa-
probado, puede presentarse por segunda vez al fin del
semestre o del afio; pero no puede inscribirse més de
dos veces para examen.

LAS MATEMATICAS EN LOS GIMNASIOS POR EL DOCTOR
ERW. DINZT

Los nuevos planes de estudio ofrecen poca diferencia
para los Gimnasios, Gimnasios-reales y Escuelas-reales.

En los Gimnasios se dedica a la ensefianza de las ma-
temadticas 3 horas semanales en los T primeros afios, y 2
horas semanales en el 8.0. Segun el profesor Dinzt, se
estima que ese tiempo es insuficiente.

El profesor Dinzt establece un paralelo entre el plan
de estudios de 1900 y el nuevo de 1909. Mientras que
por cerca de 60 aifios se habia seguido- el principio de
dos ciclos de estudio (el ciclo propedéutico, y el de ex-
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posicién mdas sistemadtica), el nuevo plan de estudios trata
de adaptar mas estrechamente todavia la adquisicion de
los conocimientos al desarrollo mental de los alumnos,
instituyendo para el efecto tres ciclos. El ciclo propedéu-
tico dura tres afios, sigue después un ciclo intermediario
de 2 afos, que conduce a un estudio mas sistematico que
comprende los tres ultimos afios.
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