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4.0 Si el signo del incremento cambia de signo, la diferencial de
la funcion también cambia de signo. La diferencial en la funcién
y=oax® —a?> e dy = 3axz?dax suponiendo el incremento A,
pero si lo suponemos — %, tendremos

dy=—3azxda.

5.0 La diferencial de un producto de dos variables, es igual d la
suma de los productos de cada variable por la diferencial de la otra.

drzy=ady+ydx.
6.0 El anterior generalizado.
dyzu=ysdutyudr+2udy.

7.0 La diferencial de lo potencia m de una wvariable, es igual al
producto de su coeficiente por la variable elevada & un exponente dis-
minuido en 1, y por d z.

d(xm)=mam—1dcx.

8.0 La . diferencial de una suma de funciones, es iqual d la suma
de las diferenciales de esas mismas funciones. Si tenemos

y=f(z) + F(x) + ¢ (z), tendremos también
dy=df(x)+dF(z)+do(x)

9.0 La diferencial de una fraccion es igqual al denominador mul-
tiplicado por la diferencial del numerador, menos el producto de éste
por la diferencial de aquél, y la diferencia entre ambos productos
partida por el cuadrado del denominador.

Es decir gue

P rdy—ydx

~ w2
‘v A

10.° Cuando la funcion y y la variable x no vienen expresadas por

. dx
una sola ecuacion, el coeficiente dlf'erencmld—ges sgual al producto de

los coeficienles diferenciales de las otras funciones.



Anales de la Universidad 609

En el caso de sery = f(u);u = F (x), se tendrd

11,0 Lo diferencial del logaritmo meperiano 1 de una funcion, es
wgual 4 la diferencial de la funcion dividida por la funcion.

dy
dly—-?.

Nora. La diferencial del logaritmo vulgar L. de una funcion, se
obtiene por lo siguiente formula :

dL.y=T.e% .

Y

120 La diferencial del seno, es wgual al producto del coseno del
mismo arco por la diferencial del arco.

d.senz =dzx. cos x.

13.0 La diferencial del coseno, es igual al producto del seno con
signo contrario por la diferencial del arco.

d. cos ¢ = — dx sen x.

14.0 La diferencial de la tangente, es igual G la diferencial del
arco dividida por el cuadrado del coseno del arco.

15.c La diferencial de la colangente de un arco, es igual d la di-
ferencial del arco dividida por el cuadrado del seno, lomando el co-
ciente con signo contrario.

42
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16.0 La diferencial de la secante, es tqual ol producto de la tan-
gente por la secante y por la diferencial del arco.

d.sec x = tg x sec x d x.
17.c Del mismo modo, se tiene
d. cosec z = — cot = cosec z d x; d. sen ver x = sen x d x.
d. cos ver x = — cos x dx.

@) Tratemos ahora de diferenciar algunas férmulas halladas en el
Curso. Empecemos por la primera del grupo (M) (25 ). Tengamos
presentes los prinNcirios 5.9, 6.2, 8.°, 120y 13.%, y entonces, de

d(cosa)=d (cosbcosc- senbsenccos 4), sacamos
—senada=d (cosbeosc)+ d(senbsenccos 4)
=cosbd(cosc)+ cosecd(cosd)+ senbsencd (cos 4d)
4 sen bcos 4d (senc)+ senccos Ad(send)
= —cosbsencdec —coscsenbdb—senbsencsen Ad 4
+ senbcosceos 4de-t+senccosbeos 4db
= (senccosbcos 4 —senhbcosc)d b (senbcosceos 4
—cos bsenc)dc— senbsencsen 4d A.
Pero segin el grupo (R) del nimero 32, y el (N) del 27, se
tiene
—senada= —senacos Cdb—senacos Bdec
— sen a sen ¢ sen B d A.

Dividiendo por sen a y cambiando signos, se saca

da=cos Cdb+ cos Bde+sencsen Bd 4. (1)
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Para diferenciar una férmula del grupo (N-27), vamos 4 apli-
carle primero logaritmos

lsena -+ 1lsen B=1send 4 1 sen 4.
Diferenciando se saca ( PriNcirro 11.°)

d(sen a)  d (senB) {(sen b) d (sen 4)
+ = + .
sen a sen BB sen b sen 4

cosada cosBdB_cosbdb cosAdA.
sen a sen B sen b sen 4 '

cotada+ cot Bd B=cothdb-+ cot Ad A. (2)

Diferenciemos ahora una férmula del grupo (O ) del niimero 29.

bd
_ sembda ‘ ® feotacosbdb— —coshsen CdC—cosCsenbdb
sen ? a
_M—}- cot 4 cos Cd C.
sen 24
Factoreando.

(cot acosd + cosCsenb)db—+ (cosbsen C—cot Acos C)d C

sen b i sen C

sen? a sen? 4

Dividiendo la férmula 3.% del grupo (M-258) por sena, y la 22
del grupo (Q-31) por sen A, y sustituyendo estos resultados en
la tltima igualdad, se saca.

cos ¢ cos BB sen b sen C
d C= da— d A.
sen a sen A sen? @ sen? A

Maultiplicando por sen @ sen 4, tendremos
coscsen 4db+ senacos Bd C=sen Bda — sencd 4, y, como
se acostumbra 4 escribir

sencd A=senBda —coscsen Adb —senacosBd C. (3)
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Diferenciando después la 1.* del grupo (Q) del ntimero 31, y
proceaiendo exactamente del mismo modo que en la diferenciacién
hecha para la primera, se tendrd

dAd=—coscdB—cosbdC+senbsen Cda (4)

Esercicio.  Diferénciese la formula cos P = — tg ¢ tg o
empleada en el niinero 79, suponiendo silo variable la lati-
tud ¢. Se llega 4 este resultado

tg &

cos? ¢ sen P

dP= d ¢ (5)

88. APLICACIONES DE LA TEOR{A EXPUESTA. Ampliando lo
expuesto en el niimero 79 ( NoTA IMPORTANTE), vamos 4 calcular
el intervalo que hay entre la salida aparente del Sol y la verda-
dera debido 4 la refraccién. Se tiene en general, suponiendo P’
el nuevo dngulo horario

cos z = sen ¢ sen 0 + cos @ cos d cos P,
y suponiendo sen @ sen 8 constante, y diferenciando en seguida

— sen v d x = — cos ¢ cos d sen P d P, de donde

senzx dx

d P =

cos g cos 8 sen P

Pero d» es el incremento de 34’ que ha recibido la distancia
zenital z, y por otra parte sen z = 1, luego

dx

| P =
‘ cos ¢ cos d sen r’

(6)

en que d P’ es el incremento del 4ngulo horario P,y P’ el 4ngulo
horario previamente calculado.

Caleulado por logaritmos este incremento d P’, se llega 4 obte-
ner 44’02"; luego el 4dngulo buscado P serfa igual 4 (Ejemplo de
la pigina 108) 81°43'25" + 44°02” = 82°27°27",
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Esercicio 1.0 Hdgase uno, referente d lo que ensefia la formula
(6) con los datos que suministra la tabla inserta en la pdgina 92.

Punto local: Salto, latitud Sur 31°20°21", longitud occidental al
meridiano de Parfs 60°23'39".

Ejsercicio 2.0 Suponiendo fiya la declinacion del Sol, calewlar las
duraciones de los dias cn  diferentes puntos de lo Repriblica. For-
mula (5) diferenciada en el nfmero anterior en la que d @ es el
incremento en latitud que se va dando sucesivamente 4 la latitud
inicial, que suponemos ser la de la Catedral, para cuyo punto se
ha calculado previamente la duracién del dfa, y d P el incremento
que va recibiendo el 4ngulo horario por el incremento d@.

@) ALTURA MAXIMA DE Los asTrRoS. Hemos dicho repetidas ve-
ces que la mixima altura de los astros tiene lugar en sus respec-
tivos pasajes por el meridiano, y esto es absolutamente ecierto
para aquellos cuerpos celestes que no tengan variaciones en deeli-
nacién, y no asf para algunos astros como el Sol, la Luna, los
planetas.... que tienen variaciones en declinacién méis 6 menos
sensibles. Supongamos que enfrentamos el Sol aqui en Montevi-
deo cuando pasa por el meridiano y con una declinacién Norte
disminuyendo ; una vez que esto equivale 4 suponer que el Sol se
ha ido acercando & nuestro zenit, resulta que durante un intervalo
muy pequeiio la altura del Sol ha ido aumentando después de su
pasaje por el meridiano, y si la declinacién Norte hubiere ido au-
mentando, la mayor altura del Sol habria tenido lugar antes de la
culminacion.

Ejsercicio.  Examinense los diferentes casos que pueden presens
tarse para wn astro de declinacion variable (8 casos).

La férmula que nos da la relacién entre la altura A, la decli-
naci6n 9, la latitud ¢ y el 4ngulo horario P, es la siguiente

sen h = sen ¢ sen O -+ cos ¢ cos & cos P;
y por diferenciacién, suponiendo sélo constante la latitud g,
cos hd h = (sen @ cos 8 — cos ¢ sen d cos P)d
— cos g cos O sen Pd P.

Si suponemos » como un mdximo, % no tiene diferencial,
es una cantidad constante que da d & = o.
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Luego
cos @ cos 0 sen Pd P — (sen ¢ cos 3 — cos @ sen d cos P) 49,

senP=d_3xsenq>coss—costpsenScosP

P €OS @ €OS b}

?
y de aquf

)
seand—P(tgcp—thcos P). (7)

Como d representa la declinacién y P el dngulo horario, se
comprende perfectamente que variando aquélla muy lentamente,
también P experimentard variaciones muy pequefias, tan pe-

queiias que podrdn ser absolutamente nulas; es decir, que Z—g

varfa en muy poco. Busquemos el valor de esta relacién.
Supongamos que la unidad 4 que se refiere el dngulo horario
P sea la hora, entonces & queda expresada por la variacién
horaria en declinacién que dan las Tablas (Conocimiento de
los Tiempos); y esa variacién puede expresar justamente una
parte del arco de 15 grados, variacién que representamos
por A 3. Segfin esto se tiene

ds Ad Ad

Sustituyendo en la ecuacién (7) se tendrd
sen |P — A3 (tge — tg d cos P).
5400

Se tiene sen P = 15 Psen 17, y también cos P — 1, luego

Ad
P =15 si00sen 1 (B8~ tgd). (8)

Esercicio 1.0 ;A qué hora tiene lugar la mayor altura del Sol,
sobre el horizonte de Montevideo, el din que ese astro tiene una decli-
nacion Sur de 17°32'55",7 (mediodia verdadero de Paris) y una
variacion horaria en declinacion de 41,1472
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Esercicio 2.0 Diferénciense las formulas perlenecientes d los gru-
pos (R) v (8) de los nimeros 32 y 33,

89. FormuLa pe Moivre. TEorEMA. Para multiplicar dos expresio-
nes de la forma cosa + V:I sen a, se suman los arcos. .Es decir que
(cos a —I—Vrzsen a) (cosb—}—l/:sen by=cos(a+b)
+V——15en (a+b).

DemosTracion. Haciendo la multiplicacién indicada en el primer
miembro, se encuentra

(cosa +J—1sena) (cosb+)—1senb) —cosacosbh
+senacosbl/:;+cosasenbl/—_l_senasenb

=co8 (a+0b)+ sen (a+b) XV:

a) Teorema. Para dividir dos cxpresiones de la forma cos a
+ V—_l sen a, se dividen los arcos.

DEMOSTBAC[GN. En efecto. Si tenemos|cos (a—b) + V-—l sen
{(a—b)] [cos b —H/-——l- sen b ], darfa, segln el teorema anterior,
cos a + V:_l sen a, luego

(cos a +V:sen a): (cos b+ — Lsen b)=—cos (a—b)

+ V——l sen (a — b ).
b) Teorema. La potencia de una explreszdn de la forma cos a

4+ ¥ — 1sen a, es una expresion de la misma forma, en que el arco
se multiplica por el exponente de la polencia.

DemosTracién. Segin el primer teorema

(cosa+V:sena) (cosb—l—l/:—lsen b)=-cos (a+b)
+V—1sen (a-b).
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Hagamos b = a, y entonces

(cos @ +})— 1sen a)? =cos2a+l/:—lsen2a.

Del mismo modo

(cos a +}—1sena)? =cos 3a +V:sen3a;

(cos a +)/—1sena)* =cosda+)—1senda.

.Y en general

(cos @ + ) — 1sena)” =cos ma-+}— 1sen ma. (H)

Tal es la férmula de Moivre.
Esta formula es general. Antepongamos el signiente

LEeMa. Para extraer la raixz emésima de una expresion de la forma

cos & + J— 1sen a, se divide el arco por m. Es decir que

m

/

Vcosa+l/——lsena = cos 2 —|—V—1seni.
m m

DeuosTrACION. Se tiene segin el teorema anterior, que

a a \m o T a
cos__—i-v—lsen__ =cosm_+V-lsenm“
m m

m m
:cosa+l/~lsen a.

Luego cos & +V—1sen i, elevado 4 m , produce cosa 4} — 1

m m

sen a, luego es la rafz emésima de cos « +V— isen a, luego

m

a — a 4/ -
cos;-i—],“l senz”l/cosa-l-l/—l“sena-

Ahora que el lema qued6é evidenciado, vamos 4 generalizar la
féormula (H).
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En el caso que m sea entero, ya sabemos que la férmula es
cierta. Hagamos m — g.y entonces tendremos

q

,11 .
(cosa-]-V:sena)q = ]'/{cosa-}-‘/——l—sena]p

q

:Vcospa—{-l/——lsenpa,

pero seglin el lema

q

]/cospa-}-v* 1 senpa= cos 22 + Vt_l sen”? luego
q q

p
- — p
[cos a —lsena] 7 = cos %a-{-l/—lsen%a.

Es decir, pues, que en el caso de ser fraccionario el exponente,
la férmula (H) es verdadera, Hagamos ahora, m = — n, y ten-

dremos
1

”

(Cosa+l/—~lsell(l) —(cosa +V:_1 Sena)n

1
= ; y multiplicando los dos términos de este

cos na + V— 1 sen na

quebrado por cos # a — V-— 1sen n a, resultard

n €08 na — J— 1sen na
cos? na -+ sen? na

(cos a + V:_I sen a)

pero este denominador vale 1, luego

— n
= COS nN@ — V— lsenna

(cosa +)— 1 sen a)—

= cos (— na)+}'—lsen(—~na.

Luego la férmula (A), es general,
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90. Apliquemos ahora la férmula de Moivre 4 las series tri- -
gonométricas.
Por la férmula se tiene

(cosa + Vj.isen a)” = cos m a4 V— 1sen ma;
y por el binomio de Newton

m —1
(cos @ + V— 1 sen a)" =cos™ a + meos™ ‘asenal—1

m(m—1)

— ——

cos™ —2 g gen’ a

__m(m~1)(m-2)

cosm—3gsentaf—1........
2 =<3 :

Luego

cos m @ +V~ 1senma = cos™a -+ m cos™—1 g sen a V~ 1

m (m— 1)
———— . cos™—2qggenza
2
—1 — 92 l/
_m(m )‘(m )cosm"3 asend3 gV —1 ... .... . ...
2>=<3
O bien

m{m—1)

m—2 2
2 [ele}] a sen = a

co8 ma + V* 1senma=[cosma*

+m(m—1) (m—2) (m~3)c

05" ‘asen’ a
234 '

. m (m—1) (m—2) B 1
+[mcosm lagena — T3 cog™ 3asen3a....J]/__1

Pero sabemos por el Algebra, que si

a-+ bV:= @ + b V——I, también serdn
a=a’, y b="0;

m (m—1)

luego cos ma = eos ™ @ — — cos ™2 g sen’ a
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m(m—1) (m—2) (m—3)
2>=<3 =<4

+

cos™iggenta........ y

m(m—1) (m—2)
2><3

y sen ma =mcos™1lqgsena — cos™—3asens a...

Podemos escribir estas expresiones de la siguiente manera:

—1
cosma=cosma(l—?—(m:7—-—)tg?a
m(m~1)(m—2)(m—2)(m 3) .

I I . A H
. m(m—1) (m—2)
senma—cosma(mtga 33 tg® a
+m(m— l)(m—2)(m—3)(m—-4) s g )
T3 =<i=<3 —tgra ...
Hagamos ma = z, de donde m =§; luego
_— 2
cosa:zcosma(l-—x(x-—a—) g’ a
2 a?
z(x —a)(zx—2a)(x—3a) tgta
+ ( 8 & . )3

2><3 x4 at

xtga_m (z—a)(zx—2a)tg® a

sen r = cos™ @ (—
( a 2x<3 a3

z(x—a) (z—2a)(z—3a) (z—4a) tg® a
2>x<3x<x4x5 a’

B S S A et B S i . M ).

Si hacemos el arco ¢ muy pequefio, se tendrd cos a = 1,
tg a
sen a=tg a=a luego o = 1; y entoaces

cos £ =1 i >
o 7 ta<sx=1
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23 5
2><3 2=3><4%=<5

sen r = xr —

Ejercicio, Caleiilese el coseno y el seno del arco de 20°. Tén-

ase presente que en este caso x <20
gase p 1 VET T80 9

91. El desarrollo en serie que acabamos de obtener, se puede
calcular también por medio del teorema de Taylor. Sin entrar para
nada en la demostracién de este teorema, que mnos llevarfa dema-
siado lejos de nuestros propésitos, nos limitaremos sélo 4 eseribir
la férmula de aquel autor, haciendo en seguida la aplicacién co-
rrespondiente.

h d7/ hr  dfy R

f(x+h)=‘7+ + T [ °naque

dy dy d¥y
dz’ dx " dx

.-+, son las diferenciales sucesivas de f (z), 6 sean
los coeficientes diferenciales de diversos érdenes.

Supongamos y —senz, y y =sen (z + k). El primer coe-
ficiente diferencial, que es el de sen z, es igual (87 ) 4

2 3
% = cos x; el segundoj—;?: = — sen z ; el tercero 37':/ = — CO8 T}
dy
el cuarto gpi T sen z; etc. ; luego
, - ] h he I
y' =sen (x+h)=sen -+ cos T sen x . 13 cosT. 193

Si hacemos  — o0, se tendrd senx =0 y cos x = 1, luego

, By — I hs I
y =sen(z+h)= l_2><3+2><3><4><5
Del mismo modo hallariamos
h? ht

Yy = cos (cc+h)—1——+2><3><4

Haciendo z = 0, se llega 4 un resultado idéntico al obtenido
por la férmula de Moivre.
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Esercicio. Con la formula de Taylor y las diferenciaciones lo-
garitmicas y de quebrados que se han hecho (8% ), examinese como
se puede legar d este desarrolio

h* h?

S T AN G S
vy = L) = z 2=<2 3>=<3



Documentos oficiales

Secretarfa de la Universidad.

Lldmase 4 concurso de oposicién para proveer la regencia del
Aula de Geometrfa Analitica de la Facultad de Mateméticas.

Las solicitudes de los sefiores aspirantes se recibirin en esta
Secretarfa hasta el 10 de Febrero del afio préximo entrante.

El acto de las oposiciones tendrd lugar en la segunda quincena
del propio mes.

Montevideo, Junio 23 de 18%4.

Azarola,
Secretario General.

Secretarfa de la Universidad.

Llimase 4 concurso de oposicién para proveer la regencia de la
clase de Contadores piblicos en la Facultad de Derecho y Cien-
cias Sociales de la Universidad Nacional.

Los actos del concurso tendrdn lugar en la primera quincena
del mes de Febrero del afio préximo entrante.

Las solicitudes de los opositores se recibirdn en esta Secretarfa
hasta el 1.° del mismo mes.

Se previene 4 los sefiores opositores que el desempefio de la
clase serd gratuito, mientras no fuere debidamente presupuestada.

Montevideo, Octubre 19 de 1894.
Axarola,

Secretario General,
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Secretaria de la Universidad.

Lldmase 4 concurso de oposicién para proveer la regencia del
Aula de Patologia Interna de la Facultad de Medicina.

Las solicitudes de los sefiores aspirantes se recibirin en esta
Secretarfa hasta el 31 de Marzo del afio préximo entrante.

Las oposiciones tendrdn lugar en la Facultad de Medicina, en
la primera quincena del mes de Abril.

Montevideo, Noviembre 30 de 1894.
Azarola,

Secretario General.

Secretarfa de la Universidad.

Se hace saber 4 los interesados que el Consejo de Ensefianza
Secundaria y Superior, ha sancionado la siguiente resolucidn :

Desde el afio entrante inclusive, los estudiantes de Notariado
no podran rendir en un solo acto exdmenes de asignaturas diver-
sas, como: Derecho Civil y Derecho Comercial; 6 Procedimientos
Judiciales y Derecho Internacional Privado.

Montevideo, Diciembre 7 de 1894.
Azxarola,

Secretario General.

Secretarfa de la Universidad.

Llimase 4 concurso de oposicién para proveer la regencia de la
clase de Gimnédstica en la Seccién de Ensefianza Secundaria de la
Universidad de la Repblica.

Las solicitudes de los sefiores aspirantes se recibirin en esta
Secretaria hasta el 1.° del mes de Abril préximo.

El acto de las oposiciones tendrd lugar el 15 del propio mes.

Azarola,
Secretario General.








